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1. Ganze Funktionen

1.1. Motivation

Die Nullstellen eines Polynoms, zusammen mit ihren Vielfachheiten, bestimmen das
Polynom bis auf einen Vorfaktor eindeutig (Fundamentalsatz der Algebra).
Als Funktionentheoretiker kénnen wir uns mindestens zwei Fragen dazu stellen.

(i) Inwiefern sind ganze Funktionen durch ihre Nullstellen bestimmt?
(ii) Das Wachstum von einem Polynom p(z) bei z — oo ist durch die Anzahl seiner
Nullstellen bestimmt:

p hat N komplexe Nullstellen < p hat Grad N < p wiichst wie 2.

Kann man etwa das Wachstumsverhalten einer ganzen Funktion von der Verteilung
ihrer Nullstellen ablesen?

Motivation. Eulers erster Beweis (1735) der Identitét

1
> E= G

verlauft ungefahr wie folgt.
Ist p ein Polynom vom Grad n mit p(0) = 1 und hat p die komplexen Nullstellen
b, ..., b, (mit Vielfachheiten gezéhlt), dann gilt:

n

ple) = ] = a/mn)

k=1

Wir betrachten jetzt die Funktion

sin(z) 0:
f(x):{mx zio

Sie ist stetig (sogar analytisch) mit Nullstellen genau in den Punken nn, n € Z\{0}.
Angenommen, die Produktentwicklung

w7 (1o 2)




wiirde gelten. Angenommen, wir diirften auflerdem das Produkt so umord-
nen, dass Terme wie
2

x x x
)05
< nmw —nT n2m?

zusammen multipliziert werden. Etwa

2

sin(z) = xﬁ (1 — nf7r2>'

Beim Ausmultiplizieren des Produktes ergibt sich dann:

o
in(x) x3 1 N x° 1 x’ 1 N
smx:x——E — —g S E — 4 ...
2 - n? gt > m2n?2 76 02m?2n?
n= m<n

{<m<n

Indem wir das mit der Potenzreihe
2 x’
sin(z) == ==+ 155 ~ 5010

vergleichen, erhalten wir:

1 _7r2

n:1n2 6
=1 2 1\2 1 w2\2 gt d
RN S SCO RS <
; nt (; n2> mz@ m2n? 6 60 90

und so weiter.

Wir werden bald die zwei obigen Liicken verbessern konnen.

1.2. Unendliche Produkte

1.2.1. Unendliche Produkte komplexer Zahlen

Die Konvergenz von unendlichen Produkten ist fast so definiert, wie man naiv denken
wiirde. Allerdings bestehen wir darauf, dass z.B. die Nullstellen von [[;2 (1 — z/by)
genau die Stellen by sind. Dazu miissen wir vorsichtig mit 0 umgehen.

Definition 1.1. Sei (ax)72, eine Folge komplexer Zahlen, von denen nur endlich
viele 0 sein konnen, etwa aj # 0 fir & > m. Wir nennen [[;_, a; konvergent,

falls die Folge
N
PN = H Qg
k=m

der Partialprodukte ab m gegen einen von 0 verschiedenen Wert in C kon-
vergiert,.




In diesem Fall definieren wir
o) N
H ay ;= lim H ay
k=m N=voe k=m
sowie

Hak_(Hak).ﬁak.

k=1

Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl von m (nachrechnen). Insbesondere gilt
[152; ax = 0 genau dann, wenn ein k existiert mit ay = 0.

Wenn 0 unendlich oft als Produktglied a; vorkommt, dann ist das Produkt HZOZI ay
einfach nicht wohldefiniert.

Beispiel 1.2. Seien a;, =1 —
Fallen Teleskop-Produkte:

) +1 und by = 1+ k—+1 Die Partialprodukte sind in diesen

N

Y k+2 N+2
Hak_HlH—l N+1 1;[ Y RS
Beide divergieren. Andererseits gilt:
N N
) [(J—— g L
g“k - 1:[1 k+12) " 2(N+1) 2

also [ [, <1 - m) =1

Lemma 1.3. Ein notwendiges Kriterium fir die Konvergenz von [ ;2 ai ist

hm a, = 1.
k—o0

Beweis. Seien 0.B.d.A. alle a; ungleich 0. Dann gilt

_ chvz1 Ak N—oo HZL Ak

an = N_1 HOO a =1. ]

Die elementaren Begriffe fiir Reihen kann man auf Produkte iibertragen. Zum
Beispiel gilt das Cauchy-Kriterium: das Produkt [~ a), konvergiert genau dann, wenn
es zu jedem € > 0 ein N, € N gibt, sodass fiir alle m > N, gilt:

an. ... am — 1| <e



Unendliche Produkte und Reihen lassen sich durch die Exponentialfunktion und den
Logarithmus ineinander iiberfiihren.

Lemma 1.4. Sei (a;)32, eine Folge komplexer Zahlen, ap # 0, und Log der
Hauptzweig des Logarithmus. Dann sind dquivalent:

(i) [1ie, ar konvergiert;

(i) 3 pe, Log(ax) konvergiert.

In diesem Fall gilt
exp (Z Log(ak)> = H ay.
k=1

k=1

J

Im Allgemeinen ist Log [[,—, ar # > poq Log(ag). (Diese Gleichung gilt iibrigens
auch nicht fiir endliche Produkte.) LS und RS unterscheiden sich aber héchstens um
ein Vielfaches von 2.

Beweis. (i) = (ii) Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass [[;-, ay = 1 gilt; sonst teilen
wir a; durch [, ax.
Fiir jedes endliche N existiert eine ganze Zahl by mit

N N
Log H ay = Z Log(ay) + 2miby.

k=1 k=1

Fiir alle hinreichend groflen N gilt

N
’Hak—l‘ < 1.
k=1

Da Log auf der Kreisscheibe |z — 1| < 1 stetig ist, folgt:

0o N N
Log H ap = ]\}1_13;0 Log H ap = ]\}l_l;rcl)o (Z Log(ay) + 27rz'bN).
k=1 k=1 k=1

Wir subtrahieren die Grenzwerte iiber (N + 1) und N voneinander:

N+1 N
0= nll—{noo ( ; Log(ay) + 27ribN+1> — ]\}1_1)1;0 ( 2 Log(ay) + 2m'bN>

= lim (Log(aNH) + 2mi(bn11 — bN)>.

N—oo

Da a; — 1, geht Log(ax) — 0, also auch

0= ]\}i_l;r;o(bN+1 — bN)



Andererseits ist by immer eine ganze Zahl. Also kann man ein N wahlen, sodass
by, = by fiir alle m > N. Es gilt dann

Log H ap = n}bl_rgo (Z Log(ax) + 2m'bN),
k=1 k=1

also . -
Z Log(ay) = Log( H ak) — 2miby.
k=1 k=1

(ii) = (i) Diese Richtung folgt unmittelbar aus der Gleichung

N N
exp (ZLog(ak)> = Hak, N eN
k=1 k=1

und aus der Stetigkeit von exp. m

1.2.2. Absolute Konvergenz

Der Begriff der absoluten Konvergenz fiir Reihen ist wichtig, denn der Umordnungssatz
besagt, dass fiir genau solche Reihen der Wert und das Konvergenzverhalten nicht von
der Reihenfolge der Glieder abhangen.

Wir wollen das auf Produkte tibertragen. Den Absolutbetrag der Produktglieder
direkt zu bilden ist uninteressant; man tiberlegt sich leicht, dass [[,-, ax genau dann
konvergiert, wenn [[,~; |a| es tut, und dass in jenem Fall gilt:

oo

o0
H |ax| = ’Hak‘~
k=1 k=1

Stattdessen definiert man die absolute Konvergenz wie folgt.

Definition 1.5. Ein Produkt [ [, (1+ay) konvergiert absolut, wenn das Produkt
[152,(1 + |ag|) konvergiert.

Beispiel 1.6. Es gilt

1 —1)k 1
1 (1 " (k; )1 ) T2
o (B
(nachrechnen). Dieses Produkt konvergiert allerdings nicht absolut.

Mit der Dreiecksungleichung kann man zeigen, dass ein absolut konvergierendes
Produkt auch konvergiert. (Das ist nicht so trivial, wie es sich anhort.) Es folgt aber
auch aus der folgenden Proposition.



Proposition 1.7. Sei (a;)32, eine Folge komplexer Zahlen, 1 + ay, # 0 fiir alle
k. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Tz, (1 + ax) konvergiert absolut;

(ii) > oy ar konvergiert absolut;

(iii) Y p, Log(1 + ax) konvergiert absolut.

In diesem Fall konvergiert jede Umordnung von [[,— (1 + a;) gegen denselben
Wert.

Beweis. In allen drei Féllen sieht man leicht, dass (aj)g>1 eine Nullfolge ist. Da

Log(1
limwzl,

z—0 z
haben wir die Abschitzungen lax| < |Log(1 + ax)| < 2|ax| fiir alle bis auf endliche

viele k; 0.B.d.A. fiir alle k. Ersetzt man a; durch |ag|, so erhalten wir auch:

1 3
Slax] < Log(1 + fax)) < 5ol

Insgesamt:

ZLog(l + |ak|) konv. & Z |ag| konv. < Z |Log(1 + ay)| konv.
k=1 k=1 k=1

Die Konvergenz von » .~ Log(l + |ax|) ist &quivalent zur Konvergenz von
[ 152, (1 + |ag]), also absolute Konvergenz von [[,~, (1 + ay).

Da y ;- Log(1+ay) nach (iii) absolut konvergiert, bleibt ihr Wert (und damit auch
der Wert des Produkts [];~,(1 + a;)) invariant unter Umordnungen. O

1.2.3. Unendliche Produkte holomorpher Funktionen

Wir wollen nun unendliche Produkte von Funktionen betrachten.

Definition 1.8. Sei U C C ein Gebiet, sei ()5, eine Folge von Funktionen
fo:U—Cundsei f:U — C.

(i) Das Produkt [[;2, f, konvergiert gegen f, wenn fiir jedes z € U das Produkt
[152, fa(2) gegen f(z) konvergiert.

(ii) Das Produkt [].;2, f, konvergiert absolut, wenn fir jedes z € U das Produkt
[12, fn(2) absolut konvergiert. Mit anderen Worten: wenn fiir jedes z € U die
Reihe > 77, | fu(2) — 1| konvergiert.

(iii) Das Produkt [[;2, f. konvergiert absolut lokal gleichmdfig, wenn die Reihe
Y pey [fn(2) — 1] lokal gleichméBig konvergiert.

10



Ahnlich wie bei Reihen, kann man aus absolut lokal gleichmafliger Konvergenz die
Holomorphie der Grenzfunktion folgern.

Proposition 1.9. Sei U C C ein Gebiet und (f,)5, eine Folge analytischer
Funktionen f, : U — C. Dann sind dquivalent:

(i) Das Produkt [ o, fn konvergiert absolut lokal gleichmdfig;

(i1) Zu jedem Kompaktum K C U gibt es ein N € N, sodass

fau(2) #0 fir z € K undn > Nk,

und die Reihe > > . Logf, konvergiert absolut gleichmafig auf K.

n:NK

In diesem Fall konvergiert die Folge der Partialprodukte

pn(z) = [ [ +(2)

lokal gleichmaf$ig gegen die holomorphe Grenzfunktion

F(z):= ][ f=(2)

und es gilt

ord,, (F) = Zordw(fn), w e U.
n=1

Beweis. Da Log in 1 analytisch ist mit Ableitung Log'(1) = 1, kann man ein 6 > 0
finden, das

1 3
§|w— 1| < |Log(w)| < §|w — 1] fir alle w mit |w — 1| < 6

erfilllt. Unter Annahme (i) findet man zu jedem Kompaktum K C U ein Ng € N mit
|fu(2) — 1] < ¢ fiir alle z € K, n > Nkg.

Die Aquivalenz (i) < (i) folgt dann aus

S1a() = 11 < [Log ()] < S1fa(a) = 1l, n > N

Aus der gleichmaBigen Konvergenz von »,_\ Log(fx) und der Stetigkeit von
z +— €e* folgt auch die gleichmaflige Konvergenz von HZ":NK fr auf K. Damit kon-
vergiert auch

o= (1) (11 )

11



gleichmafig auf K. Da K beliebig war, ist die Konvergenz lokal gleichmafig auf ganz U.

Nach dem Satz von Weierstra$ ist die Grenzfunktion F(z) = [[,—; fx(z) holomorph.
Was die letzte Behauptung anbelangt, finden wir zu jedem w € U eine kompakte
Umgebung

weKCU

und Ng € N mit f,(2) #0, z € K, n > Ng. Dann gilt

P& = (11 #6) - (

o0

Ry fn(z)>, z €K,

nullstellenfrei

also N1
ord, (F) = Y ordy(fa) = Y ordy(f). O
n=1 n=1

Als Letztes definieren wir die logarithmische Ableitung f7/ einer meromorphen Funk-

tion f : U — C, die nicht identisch 0 ist. fTI hat einfache Polstellen dort, wo f eine
Nullstelle oder Pol besitzt, mit Residuum

!/

Res,, <i> = ord,(f).

S
Nach Produktregel macht die logarithmische Ableitung Summen aus Produkten:
!/ / /
Gy 1" 9
fg F 9

Diese Eigenschaft gilt fiir unendliche Produkte genauso:

Proposition 1.10. Sei U C C ein Gebiet und f, : U — C holomorph und
nicht identisch 0. Das Produkt F(z) = [[o—; fx(2) sei auf U lokal gleichmdapig

konvergent. Dann gilt

Py i
F _kzl i’

wobei die Rethe auf U\{z € U : F(z) = 0} lokal gleichmdfig konvergiert.

Beweis. Da py := H,~C§ ~ Jr lokal gleichmaBiig gegen [’ konvergiert, konvergiert nach
dem Satz von Weierstrafl auch die Folge der Ableitungen
N

=3 (111 5)

k=1 J<N
J#k

12



lokal gleichméBig gegen F’. Damit konvergiert auf jedem Kompaktum K C U, der
keine Nullstellen von F' enthalt,

. B F
gleichmaflig gegen =. ]

1.3. Weierstra3scher Produktsatz

Welche Teilmengen von C konnen iiberhaupt als Nullstellenmenge einer (ganzen) holo-
morphen Funktion auftreten?

Nach dem Identitéatssatz darf die Nullstellenmenge einer ganzen Funktion keine Haufungpunkte
besitzen. Umgekehrt zeigt uns der Weierstrafische Produktsatz, dass es keine weiteren
Einschrankungen an die Nullstellen gibt. Der Beweis ist konstruktiv.

1.3.1. Weierstrafischer Produktsatz

Sei (ax)72, eine Folge moglicher Nullstellen. Es kann durchaus vorkommen, dass der

einfache Ansatz -

[T - z/ar)

k=1

nicht konvergiert. Wir brauchen eventuell statt (1 — z/ay) Faktoren, die schneller gegen
1 konvergieren.

Definition 1.11. Die Weierstrafischen Elementarfaktoren oder konvergenzerzeu-
genden Faktoren sind die ganzen Funktionen

n

E.(z) :=(1—2)exp (sz/k), n € Np.

k=1

Etwa Ey(z) = 1—2z; Ei(2) = (1—2)e*; Ey(z) = (1 —2) exp(z + 2%/2); und so weiter.
Da Y_;_, 2¥/k eine Taylor-Approximation zu —Log(1 — z) ist, gilt

lim F,(z) =1fir |z| < L
n—oo

Genauer:

Lemma 1.12. Fir jedes n € Ny gilt

2] <1 = |1—Eu(2)] < |2".

13



Beweis. Offenbar ist E,(0) = 1. Die Ableitung ist

E,’l(z):—exp<§n:zk/k> +(1—2) zk_lexp<sz/k‘>

S
3

k=1 k=1 k=1
= —z"exp (sz/k>
k=1
= —2" 4 .

also beginnt die Taylor-Entwicklung von E,, — 1 um z =0

zn+1

AufBlerdem sind alle Taylor-Koeffizienten von
(1—E,(2) =z2"exp(z + ... + 2"/n)

und damit auch von 1 — E,,(z) reell und positiv.

Insbesondere ist | — B,(2)
f(z) = e

auf {|z| < 1} holomorph. Nach dem Maximumsprinzip nimmt f sein Maximum am
Kreis |z| = 1 an; da alle Koeffizienten in der Potenzreihe um z = 0 reell und positiv
sind, wird das Maximum sogar im Punkt z = 1 angenommen. Wegen E,, (1) = 1 ist das

Maximum einfach 1. Also gilt
11— Ea(2)] < |2

fir 2] < 1.

14



Satz 1.13 (Weierstrafischer Produktsatz). Sei (ax)52, eine Folge von 0 wver-
schiedener komplexer Zahlen mit limy_, |ax| = o0o. Sei (ng)3>, eine Folge in
Ny mit der Eigenschaft

Z( l )nkH < oo fir jedes R > 0.

(©.°]
o= Mlaxd

Dann ist

F(2) =[] Bn.(z/ax)

eine ganze Funktion, die genau in den Stellen ay, (k > 1) verschwindet und sonst
nirgendwo. Kommt die Zahl a € C\{0} genau m-mal in der Folge (ay)32, vor,
so gilt

ord,(F) = m.

N.B. Unabhangig von der Folge kann man immer n; = k£ wahlen.

Beweis. Sei R > 0 fest und wéhle Ny € N so, dass |ag| > R fiir £ > Ng. Fur [z] < R

1st
ni+1 R \ne+1
S (_> ) k 2 NR7
||

also konvergiert [ ;5. En,(2/ar) gleichmiBig auf {|z| < R}. Damit ist

F(z) = lo__o[Enk (a—zk>

eine ganze Funktion. Da jeder Faktor E,, (z/ay) eine einfache Nullstelle in a;, besitzt
und sonst nirgendwo verschwindet, gilt

z

1= By (2/a)| <
Qg

ord,(f) =#{k € N: a = a;}. O

Korollar 1.14. Eine ganze Funktion F' mit Nullstellenfolge (ay);>, (mit Vielfachheiten
gezdhlt) besitzt fir jede geeignete Folge (ng)r in N eine WeierstrafS-Produktdarstellung

F(z) = 29O T] Bu (2/ax)
k=1

mat einer ganzen Funktion g und N € Ny.

Beweis. Sei N = ordy(F). Der Quotient F(z)/(z" [i—, En,(z/ax)) ist ganz und null-
stellenfrei, also von der Form e9(*). O]

Korollar 1.15. Jede meromorphe Funktion f auf C besitzt eine Darstellung als Quo-
tient f = & ganzer Funktionen g, h.

Beweis. Seien (ay)r>1 die Polstellen von f (mit Vielfachheit gezéhlt) und sei h ein
Weierstra-Produkt mit Nullstellen (ay)r>1. Dann ist g :== f - h ganz. O]

15



1.3.2. Produktentwicklung des Sinus
Wir wollen endlich die WeierstraB-Produktentwicklung

beweisen. Wegen

konvergiert die rechte Seite absolut lokal gleichmafig, und sie definiert eine ganze Funk-
tion mit einfachen Nullstellen in Z.

Indem wir die Glieder zu n und —n jeweils zusammenmultiplizieren, konnen wir die
konvergenzerzeugenden Faktoren auch wegfallen lassen:

7rz};[0<1—§> —mH(1——).

Zum Beweis der Produktentwicklung benotigen wir das folgende Lemma:

Lemma 1.16. Fir die ganze Funktion F(z) :=nz[[ (1 — 2*/n?) gilt:

(i) F(—z) = —F(z);
(ii) F(z +1) = —F(2).

Beweis. (i) Unter z — —z éndert sich nur der Vorfaktor mz.
(ii) Wir verwenden die Identitat

(1+228) (1= G L (1 2 (122 e

(beide Seiten sind Polynome im Variablen z, mit Nullstellen genau in z = n, —n, —n —2
und mit den gleichen Leitkoeffizienten) und erhalten

F(z+1):7r(z+1)(1—(z+1)2)H(1_( 1)? )

vt (n+1)2

s (1+(z+1)/ n+1 ad
= — 2
wzd- A 1]n+1 1+(z—1 g( )

n?(n+z +2)
CESECE)

=—F(2)- (z+1)(z+2) [ ]

n=1

16



Das verbleibende Produkt ist ein Teleskop-Produkt mit Partialprodukten

fﬁ n+z+2)_(N+z+1ﬂN+z+@
22 (n+1)2(n+2) (N+1)2(z+1)(z+2)

(nachrechnen) und Grenzwert

- n+z+m B 1
H 2n+z2) (2+1)(z+2)]

n:l

sodass wir F'(z + 1) = —F(z) erhalten.

Satz 1.17.
sin(mz —7TZH 22/n?), zeC.

Beweis. Wir konnen auf jeden Fall

o0

sin(mz) = 9% . 12 H(l — 2% /n?)

n=1

mit einer ganzen Funktion g(z) schreiben.

Wir zeigen zunéchst, dass ¢'(2) beschrankt (und damit konstant) ist. Nach obigem
Lemma gilt e9*t1) = ¢9() und damit ¢’(z + 1) = ¢/(2). Also geniigt es zu zeigen, dass

die Funktion ¢'(z + iy) im Streifen 0 < z < 1 beschréankt ist.

Das Rechteck 0 < = < 1, |y| < 1 ist kompakt, also ist g zumindest dort sowieso

beschrankt. Wir betrachten also y > 1.

Bilde die logarithmische Ableitung:

meos(mz) 1 & 22
sin(7z) =9 )+ P +;,22 —n?

Im Streifen 0 < x < 1 hat die linke Seite den gleichméafligen Grenzwert

7 cos(m(z + 1y))
y—+oo sin(m(z + iy))

= Fmi, (nachrechnen)

sie ist also fiir y > 1 beschrankt. Die rechte Seite schitzen wir ab mit

: ‘ 1
o +iyl <2yl, (@ +iy)*+n’) =50 +n°), O<z<l |yl >1)

17



(folgt aus den Dreiecksungleichungen):

=\ 2z = |y = 1 1
<8 D Y P —
‘;zz—nﬁ‘_ Zn2+y2 ;\yl 1+ n?/|y|?

n=1

Diese obere Schranke ist eine Riemann-Summe, die das Integral fooo T Jitz dt = /2
approximiert (zu einer Zerlegung der Feinheit ﬁ) und die insbesondere im Limes

ly| — oo konvergiert. Also ist sie als Funktion von y auch beschrénkt.

Also ist ¢'(z) auf ganz C beschrénkt und damit konstant. Wir kénnen damit kom-
plexe Zahlen a, b finden, sodass

sin(rz) = et . 12 H(l — 22/n?).

n=1

Mit der Substitution z — —z folgt e=2*** = %+ also a = 0. Aus

z—0 T2

| = iy S0T2) _ I]:
n=1
folgt ¢ = 1 und damit die Behauptung. O

Korollar 1.18.

cos(rz) =[] (1-2) e = ﬁ (1 - %) |

nezZ+1/2 n=1

Beweis. Sowohl cos(mz) = % als auch cos(mz) = sin(w(z + 1/2)) fithrt zum Ziel,

wenn man die Produktentwicklung von sin(7z) einsetzt. O

1.4. Partialbruchzerlegung

Das Konzept der Partialbruchzerleqgung passt nicht genau zum Thema Ganze Funk-
tionen. Die Partialbruchzerlegung einer meromorphen Funktion ist aber eng mit dem
Produktsatz von Weierstrafl verwandt.

Fiir eine rationale Funktion f(z) mit Polstellen ay, ..., a, und Vielfachheiten n4, ..., n,
hat man immer eine eindeutige Darstellung der Form

e o)
f(z)= C—a)m +...+ GC—a) + p(2),

mit Polynomen ¢; vom Grad hochstens n; und mit einem Polynom p.
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Beispiel 1.19.
1 1 1

2(z41) 2z z+1
In diesem Fall ist das Restpolynom p = 0.

Eine Verallgemeinerung auf meromorphe Funktionen liefert der Satz von Mittag-
Leffler. Die Analogen der Glieder '(Z)ni heiflen Hauptteile:

qi
(z—ay)

Definition 1.20. (i) Fiir a € C nennt man jede rationale Funktion

he € ! C{zia} C C(z)

Z—a

einen Hauptteil mit Entwicklungspunkt a.
(ii) Eine Hauptteilverteilung H auf einer offenen Menge U C C ist eine Menge

H={h,: a€ P}

von Hauptteilen h, # 0, wobei die Entwicklungspunkte a eine diskrete Teilmenge
P C U durchlaufen.

Die Hauptteilverteilung H( f) einer meromorphen Funktion f besteht aus den Haupt-
teilen h, ihrer Laurent-Entwicklungen in den Polstellen a.

Beispiel 1.21. (i) Die Hauptteilverteilung von f(z) = ist

a={1. —-}

z _z+1

_1
z(z+1)

(ii) Die Hauptteilverteilung von f(z) = 1/sin(mz) ist

H(f):{wz nGZ}.

Z—n

Satz 1.22 (Satz von Mittag-Leffler). Sei P = {ag = 0, a1, a2, ...} eine diskrete
Teilmenge ohne Haufungspunkte in C und hg, hy, ho, ... Hauptteile mit Entwick-
lungspunkten ag, ai,as, ... Es gibt Zahlen ki, ko, k3 € Ny, so dass fur das Taylor-
Polynom P, von h, vom Grad k, um 0 die Reihe

F=ho+ ) (hn—Pn)

n=1

lokal gleichmapig konvergiert. Dieses F' ist meromorph und besitzt die Hauptteil-
verteilung
H(F) = {ho, hl, hg, }

Der Fall hyg = 0 (d.h. kein Pol in 0) ist auch erlaubt; in diesem Fall ist eigentlich
H(F) = {hy,ha,...}.

19



Beweis. Wir konnen annehmen, dass P unendlich ist; sonst ist /' nur eine endliche
Summe und die Behauptungen sind trivial.

Da P diskret ist und keine Haufungspunkte besitzt, muss lim, . |a,| = oo gelten.
(Denn PN{|z| < R} ist diskret und kompakt fiir jedes R > 0, also endlich.) Furn € N
definieren wir

1
K, = {z eC: |z < §|an|}

Da h,, seinen einzigen Pol in z = a,, also auflerhalb K, hat, konvergiert seine Taylor-
Entwicklung um 2z = 0 auf K,, gleichmé&fig. Also kénnen wir ein k,, € N wéhlen, sodass
fiir das Taylor-Polynom P, vom Grad k, um z = 0 gilt:

|hn(2) — Po(2)] < 27" fiir z € K,.

Sei nun R > 0 beliebig aber fest, und wihle N € N so dass 1|a,| > R fiir alle
n > N. Dann ist h, — P, holomorph auf einer offenen Umgebung von {z : |z| < R}
fiir n > N, und die Reihe

’ S (= P))] <) |ha(z) = Pu(2)| <) 27 <1

konvergiert dort uniform. Nach dem Satz von Weierstral ist >~ \(h,— P,) holomorph
auf {z : |z| < R}. Also definiert

hO a4 Z(hn - Pn)
n=1

eine auf |z| < R meromorphe Funktion, deren Hauptteile durch {h, & < N} gegeben
sind. Da R beliebig war, ist

hO a4 Z(hn - Pn)
n=1

auf ganz C meromorph und hat die behauptete Hauptteilverteilung. O

Korollar 1.23. Sei F' eine auf ganz C meromorphe Funktion mit Hauptteilverteilung
H(F) = {ho, hq, hs,...}. Dann besitzt F eine Partialbruchzerlegung

F=G+ho+ Y (hy—Py)
n=1
mit einer ganzen Funktion G, wobet hg das Hauptteil in 0 und P, geeignete Taylor-

Polynome von h, (n>1) um z =0 sind.

Beweis. Konstruiere mit dem Satz von Mittag-Leffler eine Reihe

F=ho+) (hn— Py
n=1
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mit H(F) = H(F). Dann ist G = F — F ganz. O

Das bekannteste Beispiel einer Partialbruchzerlegung stammt schon von Euler:

Satz 1.24 (Partialbruchzerlegung des Kotangens). Fiir z € C\Z gilt

1 1 1 — 1 1
=Ly (o)L S (e )
7TCO(7TZ) z+; z—n+n z+; Z—n+z+n

Beweis. Logarithmische Ableitung bilden in der Produktentwicklung

sin(rz) = 7z H (1 _ %)ez/n

n#£0
liefert 1 1 1
meot(mz) = ~ + Z <z — + ﬁ)
n#0
Die zweite Darstellung erhalten wir, indem wir die Glieder zu +n zusammen addieren.

]

1.5. Funktionen endlicher Ordnung

1.5.1. Ordnung und Maximalbetrag

Die Anzahl der Nullstellen eines Polynoms p(z) bestimmt ihr Wachstumsverhalten im
Limes |z| = 0o nach dem Fundamentalsatz der Algebra: hat p(z) genau N Nullstellen

in C, dann verhilt sich p asymptotisch wie 2.

Diese Aussage kann man (in einer gewissen Form) auf allgemeine meromorphe Funk-
tionen erweitern. Solche Fragestellungen gehoren zum Gebiet der Nevanlinna-Theorie.
Das wiirde uns viel zu weit fithren; aber mit den Grundideen dieser Theorie erhalten
wir eine Verbesserung des Produktsatzes von Weierstraf.

Zu einer ganzen Funktion f definieren wir die Funktion (Mazimalbetrag)

My :[0,00) — R, My(r) := max|f(2)|.

|z|=r

M ist dann stetig und nach dem Maximumsprinzip monoton steigend. Wenn M, (r) < Cr™
fiir irgendein N € N und Konstante C', dann ist oo ein Pol von f der Ordnung héchstens

N und damit f ein Polynom. Das mildeste Wachstum, das wir von einer transzendenten
Funktion erwarten konnen, ist (sub)-exponentiell.
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Definition 1.25. Eine ganze Funktion f hat endliche Ordnung p, wenn

p:=inf{a > 0: M(r) <€ fiir hinreichend grofies r} < oo.

Mit anderen Worten: r7~¢ < In M(r) < r?*< fiir alle € > 0 und jedes hinreichend
groBe r (wobei “hinreichend groff” von ¢ abhéngt), oder wieder anders ausgedriickt:

» = limsup Inln M(r)
o0 In(r)

Beispiel 1.26. (i) Polynome sind ganze Funktionen der Ordnung 0.
(ii) sin und cos sind ganze Funktionen der Ordnung 1. Fiir cos folgt das z.B. aus

1 . .
| cos(z)] = §|e” +e <l = p<i

sowie

1
| cos(iy)| = cosh(y) > éely‘, yeR = p>1.

(iii) cos(v/z) = > o, %z” ist eine ganze Funktion. Da cos(z) die Ordnung 1 hat,
muss cos(y/z) die Ordnung 1/2 haben.
(iv) exp(exp(z)) ist eine ganze Funktion unendlicher Ordnung.

Allgemeiner: ist p(z) ein Polynom vom Grad n, dann ist e”*) eine ganze Funktion
der Ordnung n. Wir diirfen annehmen, dass der Leitkoeffizient von p gleich 1 ist, denn

f(z) und f(Az) haben offenbar die gleiche Ordnung.
Einerseits gilt fiir jedes € > 0

Ip(2)] < |2["™ falls |z| hinreichend grof ist

und damit
lﬂn+s

|ep(2)| < PPl < ¢ 12| > 0.

Andererseits gilt e?(?) = "

jedes € > 0 gilt also

- =t mit einem Polynom ¢ von Grad hochstens n — 1. Fiir

|n—1+s

n _ n—e
|€p(z)| > elel™ . o—le > el

fiir alle hinreichend grofle z € R.

Die Ordnung einer Potenzreihe kann man vom Wachstum ihrer Koeffizienten direkt
ablesen. Sei f(z) = > - a,z" eine ganze Funktion. Da diese Reihe den Konvergen-

zradius oo hat, gilt lim,, o {/|a,| = 0 und damit lim,, ln‘n—“"l = —o0o. Die Funktion
f hat endliche Ordnung genau dann, wenn —&S”‘ hochstens logarithmisch wachst:
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Proposition 1.27. Die Ordnung p der ganzen Funktion f(z) = " a,2" ist
bestimmt durch
1. In |a,|
—— = limsup <0
p nooo M In(n)
bzw.
e VP = limsup """}/ |an|
n—o0
bzw.
p = inf {A >0: lim n'* - /]a,] = O}.
n—oo
Dabei verstehen wir —/lJ = —00 < p =0, und fir a, = 0 ist In|a,| = —o0.

Beispiel: Dass ¢* die Ordnung 1 hat, ist (mit |a,| = ;) dquivalent zu

. nln(n
lim “WUn! =e.

n—oo

(Wir werden bald das Wachstum von n! viel besser kennenlernen = Stirling-Formel)

Beweis. Sei ohne Einschrankung f kein Polynom.

Nach der Cauchy-Ungleichung gilt |a,| < M;—,E’“’ fiir jedes r > 0. Falls die Ordnung
von f kleiner als A > 0 ist, dann existiert ein Ry > 0 sodass:

lan| < Mp(r)r ™ < " > Ry

fiir alle n. Fir festes n hat die Funktion rechts ihr Minimum in r = Q/? . Also gilt (fur
alle hinreichend groBe n, sodass {/n/A > Ry)

i <em (3): ()= (2"

also n
Injan| < +(1+m(}) = In(n)),
und damit
lim su In |a| < .
n_mopnln(n) -\
Umgekehrt folgt aus
e In |a,| 1
lfzn—mlip nln(n) = A

(fiir hinreichend grofie n, etwa n > N) die Ungleichung

‘a‘< é n/\
n| — n .
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Fiir hinreichend grofies r und jedes z € C mit |z| = r folgt
n 1 co A
lan2"| < o fir allen > e\ - (2r)", n > N.

Sei N, := |e) - (2r)*]|. Dann gilt

N, 0o N,
- 1 = 1
FEI <D lanlr™+ > 27=Z|an|7"n+2ﬁ-
n=1 n=Np+1 n=1

Wir schétzen alle |ay,|r™ durch ihr Supremum ab und bilden das Maximum tber |z| = 7:

1
My(r) < =5 + (1 + N;) sup |an[r".
207 neN

Dabei ist (fiir n > N)
n/A
e
la,|r™ < (—) -
n

Als Funktion von n nimmt die rechte Seite ihr Maximum in n = M an — und das
Maximum dort ist e”. Also gilt (weiterhin nur fiir » hinreichend grof)

sup |a, [r* < e
neN

und
A

1
My(r) < o + (1 + Ny)e™ < (24 (2r) - ed)e”,

und damit hat f endliche Ordnung, und zwar hochstens .
Indem wir zum Infimum iiber alle \’s, die die Ungleichung

In|a,| - 1

I
lgljogpnln(n) - A

erfiillen, (d.h. das p wéhlen, das sie zu einer Gleichung macht) erhalten wir die Ordnung
von f. ]

Mit diesem Lemma ist es nicht schwer, ganze Funktionen einer beliebigen Ordnung
zu konstruieren. Zum Beispiel definiert fiir jedes p > 0 die Reihe

eine ganze Funkion der Ordnung p.

Die Ordnung verhalt sich gut unter Summe, Produkt und Ableitung;:
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Proposition 1.28. Seien f und g ganze Funktionen der Ordnung py bzw. p,.
(i) f+ g und f - g haben Ordnung héchstens max(py, pg)-

(it) Gilt pg # pg, dann haben f + g und f - g Ordnung genau max(py, py).
(iii) Die Ordnung von f' ist auch ps.

Beweis. (i) Fiir jedes € > 0 gilt fiir alle hinreichend grofle |z|
()] < exp(|2]P7+/%),  |g(2)] < exp(|2|P+/?).

Also (wieder fiir |z| hinreichend grof)

£(2) + 9(2)] < exp(2]P+/2) + exp(|2lPr/2) < exp (|z|mestersn<),

|f(z) - 9(2)] < exp <|z|”f+5/2 15 |z|”g+€/2) < exp <|Z|Pf+pg+s>_

(ii) Angenommen, ps > p,. Nach (i) ist

Pr = Pf+e)—g < MAX(Py1g, Pg)-

Dabei ist p_y = pg, < pyg, also prig = py.

Dass die Ordnung von f - g ebenfalls max(py, p,) ist, ist deutlich schwieriger zu be-
weisen[l]

(iii) ppr = py folgt leicht mithilfe der Formel

. In |ay,| =
—— = limsu falls f(z) = anz".
g = D f(2) HZ:O

1.5.2. Anzahlfunktion und Konvergenzexponent

Die “Anzahl” der Nullstellen eines Polynoms ersetzen wir fiir ganze Funktionen f durch
die Anzahlfunktion N¢ : [0,00) — N, die die Anzahl ihrer Nullstellen (mit Vielfach-
heiten) von Betrag hochstens r wiedergibt:

Die erste Verbindung zwischen My und Ny ist die Jensen’sche Formel. (Erinnerung:
M bezeichnet den Maximalbetrag.)

!Einen Beweis finden Sie z.B. in B. Levin, Distribution of zeros of entire functions, Transl. Math.
Monogr. 5, Revised Edition (1980), §1.9 Theorem 12.
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Proposition 1.29 (Jensen’sche Formel). Sei f : {|z| < R} — C holomorph mit
f(0) # 0. Fir jedes 0 <r < R gilt

2T P
1n|f(0)|:%/0 ln|f(re”)|dt—/0 NfT“)dt.

Wenn f keine Nullstellen hat (also Ny = 0), dann ist In|f(z)| Realteil von Log f(2),
und die Behauptung ist einfach das Realteil der Cauchy’schen Integralformel fiir Log f(2)
in z=0.

Beweis. Wir zeigen zunachst, dass die rechte Seite als Funktion von r stetig ist. Wenn
man r so wahlen darf, dass f auf dem Kreis |z| = r keine Nullstellen besitzt, dann
wird der Beweis deutlich einfacher.

Seien also aq, as, ...,ay die Nullstellen von f (mit Vielfachheiten gezahlt) im Kreis

|z| < R und sei
f(2)

9(2) = =———

Hj:l(z - a;)

Fiir z # a; ist

N
In|f(2)| = In|g(z)| + > _In|z — a;l;
j=1

also gilt (falls r # |a,| fiir alle j)

2m 2m N 2m
/ In|f(re™)|dt = / In |g(re™)| dt + Z/ In|re’ — a;| dt
0 0 = Jo

27
:/ In |g(re™)| dt + Z (2mlnr) + Z 27 In |a,.
0

laj|<r laj|>r

(Nach dem Mittelwertsatz gilt genauer fo% In|g(re®)|dt = 27|g(0)|; das brauchen
wir aber nicht.) Insbesondere ist das Integral stetig in r, obwohl der Integrand nicht
einmal tiberall definiert ist.

Da beide Seiten stetige Funktionen von r sind, geniigt es, die Behauptung fiir
r ¢ {laj|: 7 =1,..., N} zu beweisen. Dann ist

Log f(re®) =1n|f(re®)| +i - Arg f(re®)
dort holomorph. Aus der Polarform der Cauchy—Riemann—Gleichungen,

i boomonph 21100 ov__10u
S O or  rod or  rof
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erhalt man

9 o 100
Ehﬂf(?“@ )|—; aeArgf(T6 9.

Das Prinzip vom Argument besagt

2T
/ 2Arg f(re®)dd = 2n N4 ().
o 006

Es gilt also

L T2 e ds

r 21 or
und damit
/Nf( / /—1n]fte’9|dtd9
0 t
— ln|f(7“e )| dé —In | f(0)]. O
27r

Korollar 1.30. Fiir jede ganze Funktion f mit f(0) # 0 gilt
Ni(r) < —In|f(0)] +In Ms(e - 7).

Beweis. ffr % dt = 1 und Ny ist monoton steigend. Also gilt

Ny < [ R

t
er N
O t
1 27 ]
— I [f(0)] + —/ In | f(ere®)| dt
2m Jo
< —In |f(0)] +1n M¢(e-r). O
lnlan (r)

Da die Ordnung von f als limsup von definiert war, ist folgende Definition

In(r)
naheliegend:

Definition 1.31. Der Konvergenzexponent von f ist

K := lim sup M
rooo  In(7)

Den Namen erklaren wir gleich. Sei aq,as,as, ... eine Aufzdhlung der von 0 ver-
schiedenen Nullstellen von f (mit Vielfachheiten). Der Konvergenzexponent ist das
Infimum aller Exponenten ), fiir die die Reihe >~ a,,* absolut konvergiert:
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Proposition 1.32. Fir den Konvergenzexponenten k von f gilt

/i:inf{)\>0: i
n=1

1 :
PR konverglert}.

Beweis. Wir schreiben >~ |a,|™ als Riemann-Stieltjes Integral um:

Slanl™ = [ a0,
0
bzw. als MaBiintegral fiir das Borel-Mafl d/N; mit
dNy([a, b]) = Ny (b) — Ny(a).

Partielle Integration ergibt

[ any =20 - [ mapy = M0 ) MO o g

. Y R Ny (r) . .
Also konvergiert ) |a,|~* genau dann, wenn [~ —57 dr konvergiert, denn aus beiden

Annahmen folgt N;{#(AR) — 0.
(i) Insbesondere folgt aus der Konvergenz von Y |a,|~* den Limes

N¢(R)
fRA — 0 (R— o)
und damit In N;(R) < In R fiir alle hinreichend grofie R, also limsupg_, . e ﬁféR) <A\

2 < ), dann st (asymptotisch) Ny(R) < RM*

fiir jedes e > 0, also konvergiert [ f{i’;’ dr und damit auch Y °7 | |a,| ™.

(ii) Gilt umgekehrt limsupg_,

Also ist

Kk = inf {)\ : In Ny(R) <In R, R> 0} = inf{\: Z |an |~ konvergiert}. O

Beispiel 1.33. (i) Polynome haben Konvergenzexponenten 0.

(ii) sin und cos haben Konvergenzexponenten 1. Fiir sin ist das so, weil Y >7 (7n)™*
genau dann konvergiert, wenn A > 1.

(iii) Die ganze Funktion cos(y/z) hat den Konvergenzexponenten 1/2.

Vgl. Beispiel 1.26. Ist der Konvergenzexponent einer ganzen Funktion etwa immer
gleich ihrer Ordnung?
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Natiirlich nicht. Zum Beispiel hat e* die Ordnung 1 aber Konvergenzexponent
0, denn sie hat gar keine Nullstellen. Im Allgemeinen hat man nur den folgenden
Zusammenhang:

Satz 1.34 (Hadamard). Fiir jede ganze Funktion mit Ordnung p und Konver-
genzexponenten k gilt
Kk < p.

Beweis. Sei 0.B.d.A. f(0) # 0.
Aus der Jensen-Formel folgt N¢(r) < —1In|f(0)] +In My(e - r) und damit
Inln My(e - )

N Inln M (e -
xk = lim sup I f(,r) S lim sup nn—f(er) = lim sup ——————= = p. ]
rooo  In(r) r—00 In(r) rooo  Infe-r)

1.6. Der Produktsatz von Hadamard
Erinnerung: fiir eine holomorphe Funktion
f:A{lz] <R} —>C

mit f(0) # 0 und 0 < r < R besagt die Jensen’sche Formel

2 T 2m
In|f(0)] = %/0 1n|f(7’eit)|dt—/0 NfT(t)dt: %/0 In | f(re™)|dt+ Z In(|a;|/7),

lai|<r

wobei die Summe rechts tiber die Nullstellen von f in der Kreisscheibe |a;| < r lduft.
Diese Formel verallgemeinert sich auf beliebige Punkte w in der Kreisscheibe wie folgt:

Lemma 1.35 (Poisson—-Jensen-Formel). Sei |w| < r mit |f(w)| # 0. Dann gilt

In|f(w)| = %/02ﬂ1n|f(re“)|‘Re[rez—l_w} dt + Z In (% TQMD.

re w r2 — aq;w
|ai|<r

Beweis. Die Mobiustransformation

p(z) =12 —=

r2 — Wz

bildet die Kreisscheibe {|z| < r} biholomorph auf sich selbst und bildet w auf 0. Dann
verwende die Jensen’sche Formel auf g(z) := f o ¢7'(2) mit ¢g(0) = f(w). O
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Damit erhalten wir eine viel starkere Form der Weierstraf3-Faktorisierung;:

Satz 1.36 (Produktsatz von Hadamard). Sei f eine ganze Funktion wvon

endlicher Ordnung p und Konvergenzexponenten k und sei ay,as,as,... €ine
Aufzahlung ihrer von 0 verschiedenen Nullstellen mit Vielfachheiten. — Sei
p=|p] € No.

Es gibt ein eindeutig bestimmtes Polynom P(z) € C|z] mit
= Ml HEp z/ag).
k=1

Der Grad von P st hochstens die Ordnung p von f:

q:=q(f) :==grad P < p.

Hier ist m = ordy(f) die Vielfachheit von 0.

Beweis. Die Eindeutigkeit von P ist trivial. Sei auflerdem 0.B.d.A f(0) # 0, sonst
betrachten wir f(z)/z™.
Aus der verallgemeinerten Jensen-Formel folgt

1 [ Re + z Rz Ran ,

la;|<R

mit einer Konstanten (', denn linke und rechte Seite haben das gleiche Realteil und sind
(zumindest in einer Umgebung von z = 0) holomorph. Fiir die (p + 1)-ten Ableitungen
gilt dann

@t (4D [, o 2RE
dp 1 LOg f(Z) — T/(; In |f(R6 )| : mdt

a1 1
| v _
+ P Z ((RQ _a—iz)p-i-l (ai _ Z)p+1)'

Also haben wir die Abschatzung

artl p!
dp+]_Lng( ) Z (a'—Z)p+1‘
‘ai|<R '
(p+ 1>‘ /2# 2R€zt a—ip-i—l
< In M At g I
S T i n My (R) - | Reit — z|p+2 + p! |CLZ<:R R — @z |p !
(p+1)! ATR pIN;(R)
< M (R .
ST MWBETIR T Ry
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Fiir jedes € > 0 gilt (fiir R hinreichend grof) In M;(R) < R?*™ und N;(R) < R**¢. Da
p+ 1 > p, konvergiert die rechte Seite gegen 0 im Limes R — oo, d.h.

artt N 1
dzpt1 Log f(z) = —p! ; W'

Wegen In E,(z/a) = In(a — z) + (Polynom vom Grad p) gilt aulerdem

dr! 1

Also gibt es ein Polynom P vom Grad héchstens p mit

In f(z) = P(2) + Z In E,(z/a;),

und damit

f(z) = ). H Ey(z/a;). O

Statt p = |p| kann man auch jede andere natiirliche Zahl p < p wéhlen, fiir die
die Reihe Y |a;| 77! konvergiert. Der Grad des Polynoms im Satz von Hadamard kann
sich dadurch é&ndern. Wenn p minimal gewahlt ist, heifit die Zahl

9(f) = max(p,q) € No
das Geschlecht der ganzen Funktion f.

Korollar 1.37. Jede ganze Funktion endlicher Ordnung mit endlich vielen Nullstellen
besitzt die Darstellung
£(2) = P(2)e

mit Polynomen P und Q.

Beweis. Nach dem Satz von Hadamard besitzt f eine Darstellung der Form

n

1) = 2O [ By(z/a),

=1

wobei aq, ..., a,, die endlich vielen Nullstellen sind. Dabei ist

p
Ey(z/ai) = (1= z/a;) exp() _ 2" /af)
k=1
selbst von der Form P(z) - e?®). Also hat das Produkt f(z) auch diese Form. O
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Korollar 1.38. Jede ganze Funktion von endlicher, nichtganzer Ordnung p hat un-
endlich viele Nullstellen.

Mit mehr Arbeit kann man genauer zeigen: der Konvergenzexponent ist in diesem
Fall gleich der Ordnung. Insbesondere divergiert die Reihe Y |a;|~* fiir jede Zahl
0<A<p.

Beweis. Die Ordnung von e?*) und damit auch P(2)e?® ist ¢ := grad@Q € Ny. Da
q # p, kann f nicht von der Form f(z) = P(2)e?® sein. ]

Mit dem Produktsatz von Hadamard lassen sich Produktentwicklungen ganzer Funk-
tionen oft viel einfacher berechnen. Zum Beispiel die mit viel Miihe errungene Produk-
tentwicklung des Sinus:

Beispiel 1.39. Die ganze Funktion

(2) = sin( 7'['\/_ Z

n2n

2n—|—1

hat Ordnung p = 1/2 und einfache Nullstellen in den Punkten z = n?, n € N. Nach
dem Produktsatz von Hadamard gilt

Mit der Substitution z — 22 erhalten wir

sin(mz —7?2H<1——>
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2. Die Gamma-Funktion

Die Gamma-Funktion I'(z) ist eine meromorphe Funktion auf C mit den Eigenschaften:

(i) T'(z+1) =2I(2);
(i) T'(1) = 1.

Durch Wiederholung von (i) siecht man:
I'(n+1) =n!

fiir jedes n € N.

(Man setzt I'(n + 1) = n! und nicht I'(n) = n!, denn dadurch vereinfachen sich einige
wichtige Formeln; unter anderem die Stirling-Approximation.)

Die Funktion I' ist durch (i) und (ii) noch nicht eindeutig bestimmt. Allerdings fiihrt
jeder nachvollziehbare Losungsansatz zu der gleichen Funktion.

2.1. Die Gauf3-Darstellung der Gamma-Funktion

Die Definition der Gamma-Funktion kann durch das “Teleskop-Produkt”

ﬁ ko1 2 3
k:1n+k:_n+1 n+2 n+3 7

motiviert werden; wenn das konvergieren wiirde, dann folgt mit einer Umordnung:

=1-2-...n-— - ——-..=1-...-n=nl

ﬁ k n+1 n-+2
k:1n+k_ n+1 n+2

Das Produkt divergiert aber gegen 0. Die Partialprodukte sind fiir hinreichend
grofies N namlich

ﬂ ko 1
stntk T (N+ 1N +2).(N+n)
Wir erhalten n!, indem wir das Ganze mit N™ multiplizieren und zum Grenzwert

N — oo ibergehen. In diesem Limes kann man direkt n durch eine komplexe Zahl
z ersetzen:
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Definition 2.1. Die I'-Funktion wird durch
N
L(z+1):=
N—o00 -
definiert.
Also
N#- (N —1)! N# - N!
['(z) = lim ( ) = lim :
Nooo z(z+1)...(z+ N —1) Nowz(z+1)...(2+ N)
Proposition 2.2. Der Limes
Nk
lim N?
iV
k=1
konvergiert gleichmdflig auf jedem Kompaktum K C C\{-1,—2,-3,...} und

definiert dort eine holomorphe Funktion.

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass der Limes der Logarithmen,

Fy(z) = zIn(N) + 3 Log (1 +1Z/k> _ — " Log(1 + 2/k),

dort gleichméBig konvergiert. Die Holomorphie von I'(z) folgt dann nach dem Satz

von Weierstraf.
Sei K fest und wéhle mx € N so groff, dass fiir alle £k > mg und z € K gilt:

|z/k| < 1. Dann ist
N o Z/k'

N
ZLog(H—z/k ZLog 1+ z/k) — Z Z ceK
=l k=mg+1n=1
also
Fn(z) = - (l/k: Log(1 —i—z/k))
k=1
> n N n
+ z(ln(N) — 1= .= %) n Z% <sz+ 1) 3 <ka+ 1)
n=2 k=mg-+1

Die Reihe ZszmK o (mfl)n ist (unabhéngig von n oder N) ilach oben durch
MK Y gy 77 = 7rng beschriankt, und die Reihe ) 7, =) konvergiert gle-
ichmafig auf K. Die Behauptung folgt dann mit Hilfe des folgenden Lemmas.

]
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Lemma 2.3. Der Grenzwert
1
v= lim 1+ ..+ — —In(N) = 0,5772156649
N—o0 N

existiert.

v heiBt Euler-Konstante (oder auch Fuler-Mascheroni-Konstante) und ist eng mit
der Gamma-Funktion verbunden. Unter anderem ist v = limy_,0o —F}(0) = —17(1),
also

(1) = —.

Beweis. Fiir x € R sei {z} := 2 — |z| € [0,1). Dann gilt

2 o (k+1)
- N__l (m(k: +1) - In(k) — k——lu)
— In(N) — (% bt %)

Das uneigentliche Integral floo {z%} dx ist nichtnegativ und wird durch floo g% = 1 ma-
jorisiert. Also konvergiert

1 o
lim 1—|—...+——1n(N):1—/ udx,
N 1

N—o0

und zwar gegen eine Zahl im Intervall [0, 1]. H

Wir haben uns oben schon tiberlegt, dass I'(n 4+ 1) = n! fiir alle n € Ny gilt. Es ist
nicht schwer zu zeigen, dass die gewiinschte Funktionalgleichung erfiillt ist:

Proposition 2.4. I'(z) erfillt die Funktionalgleichung

I'(z+1)=2I'(z), ze€C\{0,—-1,-2,...}.
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Beweis.

k
S T z—1
PG = Jm, N 5
N
. zZ+ N . k
—]&gréo 2 H2+k
k=1
N
1 r 1
Z N—oo k:lz+k 2

Korollar 2.5. T'(z) ist eine meromorphe Funktion auf ganz C mit einfachen Polen
genau in den Punkten 0,—1,—2,—3,... und Residuen

Res,— ,I'(z) = (1" )

Beweis. Sei n € Ny fest. Wir verwenden die Darstellung

F()_F(z+1)_F(z+2)_ B I'z+n+1)
O T 2(z+1) 77 2(z+1)(242)...(z +n)

fir z in einer kleinen punktierten Umgebung 0 < |z + n| < € von —n. Dabei ist

h(z) := % holomorph in z = —n mit Wert
I(—n+n+1) 1
—n(-n+1)..(~n+n—-1)  (=1)n!’
also hat I'(z) = % einen einfachen Pol in z = —n mit Residuum h(—n) = (_nl!)n. O

2.2. Die Produktentwicklungen von Euler und Weierstrafl

Die urspriingliche Definition der I'-Funktion (Euler, 1729) ist auch durch das obige
“Teleskopprodukt” motiviert. Euler korrigierte das divergente Produkt wie folgt:

1 2 3 oy 1-2m 2tmm.gn 3lemgn
n+l n+2 n+3 °  n+l n+2  n+3
dive?;iert!

Also

' (k+1) =
H k+z H

k=1

(i)
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Proposition 2.6. Das Produkt ][, ka (1 + %)Z konvergiert gleichmaf$ig auf

kompakten Teilmengen von C\{—1,—2,—3,...} gegen I'(z 4 1).

Beweis. Wir schreiben N# als Teleskop-Produkt um:

. . N-1 i
V=g wor= 1 05)

Damit ist das (N — 1)-te Partialprodukt von []2, ZJrLk (14 4)" genau

N—-1 z N-1 N
k 1 k 2+ N k
1+-) =N~ = - N* .

Im Limes N — oo konvergiert 2t~ (lokal gleichméBig) gegen 1, und N* Hff:l erLk nach
Definition gegen I'(z + 1).
O

Korollar 2.7. Die Gamma-Funktion nimmt den Wert O nicht an.

Beweis. Keine der Faktoren erik (14 1)” im Euler-Produkt fiir I'(z 4+ 1) besitzt eine
Nullstelle in C. O]

Da T'(z) nirgendwo verschwindet, ist % eine ganze Funktion mit einfachen Null-
stellen in z = 0, —1, —2, ... Allerdings ist die Darstellung

1 Py 1\~
- 14 =
T(z+1) g k (+k)

nach Euler nicht von der Form eines kanonischen Produktes im Sinne von Weierstraf.

'a 3

Proposition 2.8 (Weierstra-Produkt). Fir z € C gilt die Darstellung

1 it z
I vz 1 _> 7z/n.
() ze H ( + n e

n=1

Hier ist ~ die Euler-Konstante.
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Beweis. Das Produkt konvergiert absolut lokal gleichméfig nach dem Produktsatz von
Weierstrafl.
Wegen der Stetigkeit von exp ist

o2 (141/2+...+1/N)

e” = lim exp(2(1+1/24 ...+ 1/N) — zIn(N)) = lim

N—o0 N—o0 N~*
Damit ist
= z
vz 1 _) —z/n
ze ,1;[1 ( + o e
2(14+1/2+..+1/N) N
e z
dm e 1L+ 5)e
z 142 n4+l1+2 N+ z
= lim . s
N—oco NZ 1 n+1 N
_ % 1
CT(z+1) T(2)’
wobei wir im letzten Schritt die Darstellung von Gaufl verwendet haben. m

Aus der Weierstrafi-Produktentwicklung folgt unmittelbar eine wichtige Verbindung
zu den trigonometrischen Funktionen:

Proposition 2.9 (Eulerscher Ergdnzungssatz). Fir z € C\Z gilt

/0

L)l (1-2) =

sin(mz)

Fiir diese Identitat gibt es auch die symmetrische Form

/e

D(/2+2)0(1/2=2) =

Beweis. Verwende die Weierstra3-Darstellung sowie Produktentwicklung des Sinus:

1 st % st
- %4 1 _) %z —vz (1 . _) —z/n
T()(—2) ¢ E[ ( T 2 1:[
oo 2
5 z
-
n=1
— = sin(mz)
Mit I'(1 — z) = —2I'(—%) folgt die Behauptung. O

38



Zum Beispiel zeigt man damit: T'(1/2)? = 7, also ['(1/2) = /7.

2.3. Eulers Integraldarstellung

Die Gamma-Funktion wird oft fiir positiv, reelles z als uneigentliches Integral

/ e T de
0

eingefiihrt. Hier wollen wir das Integral funktionentheoretisch untersuchen und mit den
Produktdarstellungen von I'(z) in Verbindung bringen.

Lemma 2.10. Das Integral

/ e 't~ tdt = lim e it dt
0

n—oo 1/71

konvergiert in der Halbebene Relz] > 0 lokal gleichmdfig und definiert eine holo-
morphe Funktion.

Beweis. Sei z = x 4 1y. Das Integral wird fiir x ~ 0 durch

1 1 1
‘/ ettt dt‘ g/ = lde = =
0 0 x

majorisiert. Fiir die obere Grenze definieren wir fiir jedes x > 0 die Konstante

e = (2e- 1>)H ,

so dass t*~1 < C,et/? fiir alle t > 1. Dann erhalten wir
o0 o0
‘ / et dt‘ < C’w/ e 2t = 20336_1/2 < 0.
1 1

Also konvergiert das Integral fiir = > 0.

Wir kénnen f(z) := [;° e~"t*!dt als Limes der holomorphen Funktionen

fu(2) ::/ e " 'dt, neN
1

n

schreiben. Wir wollen zeigen, dass (f,,), gleichméBig auf jedem Kompaktum

KC{z=xz+iy: x>0}
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konvergiert. Seien dazu e, M > 0 so gewahlt, dass ¢ < Re[z] < M fiir alle z € K. Dann
gilt

1/n 63
1F(2) = fal2)| < / F1dt 4 C / e

0 n

1

1
= % aF QCxe_”/Q S EF aF QC'Me_"/2,

unabhangig von z = x + iy € K.

Also konvergiert (f,), lokal gleichméfig. Nach dem Satz von Weierstral ist f(z)
auf Re[z] > 0 holomorph. O

Satz 2.11 (Eulers Integraldarstellung). Fir Re[z] > 0 gilt

['(2) :/ e 'l de.
0

Beweis. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass z = x reell ist; fiir andere z wird die
Aussage aus dem Identitatssatz folgen.

Die Funktionenfolge

fa(t) = {(1 —t/n)"*h s 0<t <y

0: t>mn;
konvergiert punktweise gegen
g — I8 . npr—1 _ —tyz—1
nh_}rilofn(t) —nh_g)lo(l t/n)"t et
und wird auch dadurch majorisiert:

(1—t/n)" <e'fird<t<n.

Mit dem Satz von Lebesgue (dominierte Konvergenz) rechnen wir:
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/ e "1 dt = lim fa(t)dt
0

n—o0 0

n t n
= lim (L——) t*=Ldt.
n—oo 0 n

1
= lim nx/ (1 —w)"u" tdu, (t=nu)
0

n—oo
= i nin’ (n-fache partielle Integration)
_n1—>120 x(x+1)<x+n) n-racne partielle Imtegration
=I'(z). (GauB) O

2.4. Die Stirling-Approximation

Wir wollen nun das Wachstum von I'(z) beschreiben und insbesondere die Stirling-
Formel herleiten. Der Ausgangspunkt wird die Digamma-Funktion, oder logarithmische

Ableitung von I'(z), sein:
1 1
n z4+n)’

(Dies folgt aus der WeierstraB-Entwicklung I'(z) = Ze 7 [[>7, %) Die Ableitung

der Digamma-Funktion ist dann die einfacher aussehende Reihe

w@%zrw)z—%—7+§:

n=

, =1
¢(Z):Zm-

n=0

Diese letzte Reihe werden wir untersuchen.

2.4.1. Exkurs: Die Summenformel von Abel-Plana

1

Man konnte vermuten, dass ¢'(z) als Reihe tiber CE=E durch das entsprechende (und

viel einfachere) Integral approximiert werden kann:

& 1
/ B
o EF2C z

Eine genaue Verbindung zwischen Reihe und Integral liefert die Formel von Abel-
Plana unter einigen technischen Annahmen. Es handelt sich im Prinzip lediglich um
eine Anwendung des Residuensatzes, die aber oft sehr niitzlich sein kann.

Das ist nur zum Teil der Fall.
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Satz 2.12 (Summenformel von Abel-Plana). Sei f eine holomorphe Funktion
auf einer offenen Umgebung von

{z=2x+1iy: >0, z# 0},

die sich stetig in z = 0 fortsetzen Zc'isst Angenommen:
(i) Entweder Y > f(n) oder [;° f(z)dx konvergiert;
(11) Fir jedes endliche Intervall T Q Rzo gilt

lim sup |f(z £ iy)|e > =0

Y= zcJ

(mildes Wachstum in vertikalen Streifen);
(111) Fir jedes x > 0 konvergiert das Integral

/ |f(x £ z'y)|e’2”y dy,
0

und im Limes x — oo konvergiert das Integral gegen 0:

oo

lim |f(z £iy)le ™ dy = 0,

T—00 0

(mildes Wachstum fir x — co).
Dann konvergieren Y f(n) und [ f(z)dx beide und es gilt

—/Ooof(g;)d:c +@/ fiy 627;_1_iy)dy.

Das Integral rechts sieht kompliziert aus. Wegen des schnell abklingenden Terms

e?™ — 1 im Nenner verhélt sie sich in den meisten Anwendungen jedoch sehr gut.

Beweis. Wir berechnen das Integral

I(n,w) = ]{f(z) cot(mz)dz

iber das positiv orientierte Rechteck mit Eckpunkten +iw und n + 1/2 £ iw fir w > 0
und n € N. Hier muss man das Integral als Cauchyscher Hauptwert auffassen, da der
Integrand in z = 0 nicht definiert ist. Mit dem Residuensatz erhalten wir

Inw) = 251+ (= 1(0) + 2 3 1(0).

denn cot(mz) hat einfache Pole in Z mit Residuum 1/7.
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w Y+ (n+1/2) +iw

° ° \\ ° ° ° ° °
0o_/ x
e = (n+1/2) — iw

Figur 2.1: Integrationsweg

Seien v, und v_ die Strecken im Rechteck mit positivem bzw. negativem Ima-
ginarteil. Wir schreiben auf v, bzw. v_ jeweils

2 2

jcot(mz) =1—— = 14—
G0 (71',2) 1_6—27rzz +1_627rzz

und erhalten

7{ F(2) cot(mz) dz
= /7+ f(z)cot(mz) dz + A f(2) cot(mz) dz

:—i( Wf(z)dz—/v_f(z)da+2¢(/7+%dz—/%%dz)
:2i/0n+1/2f(x)dx—|—2i<[”%dz—/y_%dz),

wobel wir im letzten Schritt den Cauchyschen Integralsatz (¢ f(z)dz = 0) eingesetzt
haben.

Annahmen (ii) und (iii) garantieren, dass die Integrale iiber den Strecken in 7, und
~_, die nicht auf der imaginaren Achse liegen, gegen 0 mit wachsendem n und w gehen.
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Also ist

0)+2i ) f(k)= lim I(n,w)

n,W—>00

= 21 h 95)1 8l =1 24 “’O—f(z) % — @)
_20f()d+2/01 — d 2/0

_ 627mz 1— e—ZTriz

i [ a2 [ LS,

Also konvergiert die Reihe genau dann, wenn das Integral das tut, und die Formel folgt
mit einer Umordnung. (Beachte: die Reihe in der Behauptung beginnt bei 0, im Beweis
aber bei 1.) O

2.4.2. Die Stirling-Formel

Wir haben schon gesehen, dass die Ableitung der Digamma-Funktion ¢ (z) = FFI((;) durch
die Reihe

= 1
)= ———, 2 40,1
gegeben ist. Mit der Summenformel von Abel-Plana (mit f(w) = (w + 2)72) erhilt
man die Darstellung

oy 1 > 1 [T (tw) = (2 —w)?
w(z)——2+/0 mdt%—z/() dv

2z e2m — 1
1 1 4oz

227 +/0 21 )2 (& _ 1)

(z) ergibt sich formal dadurch, dass man den Integranden durch seine Stammfunk-
tion ersetzt:

dv.

1 oo 2v
vle)=A-g; +logls) - /o EENEICE

mit einer unbekannten Konstanten A.
Da 9(z) als logarithmische Ableitung von I' definiert war, erhalten wir LogI'(z)
(zumindest formal) wieder als Stammfunktion:

* Arctan(v/z)
e2mv 1

LogT'(z) = Az+ B + (2 — 1/2)Log(z) + 2/ dv.
0
In der letzten Gleichung setzen wir Re[z] > 0 voraus, da die Arctan-Funktion (zunéchst)
nur auf der Halbebene Re[z] > 0 definiert und holomorph ist.
Dass die obigen Gleichungen tatséchlich gelten, sieht man durch zweimaliges Ableiten;
man erhélt genau den vorhin gefundenen Ausdruck fiir ¢(z).
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Wir haben mittlerweile einige merkwiirdige Rechnungen gemacht: wir haben ohne
viel Motivation eine Summenformel eingefiihrt und verwendet, um die Reihe

(55) X

n=0

in ein Integral umzuformen, das am Ende eigentlich weniger begreiflich ist als das Aus-
gangsintegral fooo e~*~1dt. Haben wir iiberhaupt etwas gewonnen?

Ja: denn von dieser neuen Darstellung kann man sogar (fast) sofort die Asymptotik
ablesen. Wenn man sich z.B. auf reelles z = x beschrinkt, dann ist

0 < arctan(v/z) < 7/2

und damit ist der “Fehlerterm” fooo %@{ﬂ dv auch beschrankt; und im Limes x — oo
geht er sogar gegen 0 (anschaulich wegen arctan(1/c0) = arctan(0) = 0). Allgemeiner

zeigt man ohne viel Miihe

lim Arctan(v/z)

|z|—o0 Jgo e2m — 1
Relz]>0

dv = 0.

Das Wachstumsverhalten von In I'(z) ist also durch
InI'(z) ~ Az + B+ (z — 1/2) In(x)
gegeben, und das von I'(z) durch
[(z) ~ 27" 1/2eAs+B,

Wenn wir nichts weiteres vorhatten, dann wéaren nur noch die Konstanten A und B zu
bestimmen. Wir wollen aber I'(z) genauer beschreiben.

Definition 2.13.

H(z) ::2./000Arcta—n(v/z)dv’ Relz] > 0

627rv —1

heifit Binet-Integral.

N.B.: Mit Arctan(z) ist der sogenannte Hauptzweig des Arkustangens gemeint:

1 141
Arctan(z) = gLog <1 T ZZ) ;
1 — 1z

wobei Log Hauptzweig des Logarithmus ist.
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N.B. Eine alternative Darstellung fiir H(z) geht auf Gudermann zuriick{T]

H(z):/omwdt:i[(z+n+1/2)Log <Zl_++1> —1}.

t+ 2 p— n

Dass beide Integrale dieselbe Funktion darstellen, ist nicht offensichtlich.

H(z) ist also eine Art Fehlerterm zur Stirling-Approximation von I'(2):

LogT'(z) = Az+ B+ (2 — 1/2)Log(z) + H(z), Re[z] > 0.

Lemma 2.14. Die Konstanten oben sind A = —1 und B = In(v/27). Damit gilt
die Stirling- Approximation
27

F(Z) ~ szl/2672+ln(\/ﬂ) _ Ty <z>z
z e

Beweis. (i) Sei z = x positiv reell. Aus I'(z + 1) = 2I'(x) folgt
InI'(z+1) =In(x) + InT'(z).
Also:
Alx+1)+B+(x+1/2)In(z+1)+ H(z+1) = In(z) + Az+ B+ (x — 1/2) In(x) + H(x)

und damit
A=(z+1/2)(In(z) —In(x + 1))+ H(z) — H(z + 1).

Im Limes z — oo gehen H(z), H(z + 1) gegen 0, also
A= lim (z+1/2)(In(z) — In(z + 1)) = —1.
T—>00

(ii) Sei jetzt z = iy rein-imagindr mit y > 0. Mit dem Ergdnzungssatz in der Form

ID(1/2+iy)l? = T(1/2 +iy)L(1/2 — iy) = Cosg:m’y) - coslzr(wy)

erhalten wir
LogT'(1/2 +iy) + LogT'(1/2 — iy) = In(7) — In(cosh(my)).
Also:

—(1/2 +4y) + B +iyLog(1/2 +iy) + H(1/2 + iy)
—(1/2 —iy) + B — iyLog(1/2 — iy) + H(1/2 — iy)
= In(7) — In(cosh(my)).

Vgl. Lemma IX.3.10 im Vorlesungsskript von Krieg
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Mit einer Umformung und unter Verwendung der Identitat
i-Log(1/2 +iy) — i - Log(1/2 — iy) = —2arctan(2y)
erhalten wir
2B — 1 — In(m) = 2y arctan(2y) — In(cosh(my)) — H(1/2 +iy) — H(1/2 — iy).
Im Limes y — oo gehen H(1/2 £ iy) — 0, sowie

lim 2y arctan(2y) — In(cosh(my)) = —1 4 In(2)

Y—00

(z.B. mit Regel von L’Hospital nachrechnen). Also ist
2B—1—In(r) = -1+ 1n(2)

und damit B = In(v/27). O

Die Stirling-Reihe erhélt man durch Approximation des Integrals H(z). Dazu
schreiben wir arctan(v/z) als Laurent-Reihe um z = 0:

3 U5 ’U7

v
323 Hzd  TIT

arctan(v/z) =

und vertauschen Reihe und Integral. (Danach tiberlegen wir, inwiefern das gerechtfer-

tigt ist.) Formal ist also
00 2n+1
+)1/ ; g7
e L

(=

2

( ) / UZn-&—l f: e—27rkv d’U X Z—Qn—l
2 +1 —

( "

H(z) ~

IIM

(27Tk)—2n—2/ t2n+1€—t dt . Z—2n—1
0

MgﬁMg Dl\%g Mg

“2n+1 £~
_5 (=)"¢(2n+2)-(2n)! 1
- (27)2n+2 Lot
=0

n

Hier ist ((k) = 1+ 1/2F +1/3% + 1/4F 4 .... Wir werden in einem spiteren Kapitel die
Werte ((2n) ndher untersuchen und sehen, dass sich die obige Reihe zu

Boy, 1 1 1 1 1

H(z)~ . = — _ +
(2) n(@n—1) 21 12 3602 | 12605 168027

M8

n=1

vereinfacht, wobei B,, die Bernoulli-Zahlen bezeichnen:

47



etwa
By=1, B, = 1/2, By = 1/6, B3 =0, By = —1/30, Bs =0, Bg = 1/42,...

Diese Reihe konvergiert nirgendwo' Denn ) > Bn »m hat bereits den endlichen
Konvergenzradius 27 (wegen Pol vo /). Damit sieht man, dass ) m 2"
den Konvergenzradius 0 hat. Das war ohnehm klar, da die zugehorige Funktion

H(1/2) = Logl'(1/2) — (2 — 1/2)Log(z) + z — In(v/27)

Singularititen in jedem Punkt —1/n hat und in keiner Umgebung von z = 0 holomorph
ist. Die Vertauschung von Integral und Reihe war in diesem Fall nicht zu rechtfertigen.

Die Reihe ist eine sog. asymptotische Reihe: fiir die Partialsummen

N
Bay, 1
H = .
w(2) ; 2n(2n —1) 21

gilt
- N
ng}nwz (H(z) — Hyn(z)) = 0.
|z| =00
Dazu schreibt man Arctan(v/z) nicht als Taylor-Reihe, sondern als Taylor-Polynom plus
Restglied. Aulerdem liegt H(x) (fiir z > 0 reell) immer zwischen den Approximationen
Hy(z) und Hyy(x), da die asymptotische Reihe alternierend ist.

Es gilt zum Beispiel: - — s < H(x) < > fiir alle 2 > 0, d.h.

[(x) = \/ (m/e) cem % mit ciner Konstanten 0 < 0

Beispiel. Es gilt I'(10) = 9! = 362880. Die Approximation

°e 36O$5

2

1 1 1
~=(10/e)" - ¢ 720~ 360000 T 125000000
10

mit 3 Termen der Stirling-Reihe ist zwar etwas grofier als I'(10). Der relative Fehler ist
aber hochstens )
1 —e 10107 & 5,95- 1071,

In der Tat ergibt unsere Approximation den Wert 362880, 00002.

N.B. Die gleichmé8ige Approximation I'(z) ~ \/27/z(z/e)* gilt nicht nur in der

rechten Halbebene, sondern auch in jedem Winkelbereich:
Ws = {z € C\{0} : |Arg(z)| <7 — 0}
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in dem Sinne, dass der Fehlerterm den gleichméafligen Grenzwert

lim H(z)=0
|z| =00
zEWs
hat. Das beweist man z.B. mit der Funktionalgleichung I'(z +1) = 2I'(z). Die Approx-

imation wird allerdings in der Nahe der negativen reellen Achse sehr schlecht.

2.5. Die Multiplikationsformel

Wir haben inzwischen vier grundlegende Darstellungen der I'-Funktion kennengelernt:
die GauB-Darstellung (bzw. das Weierstra-Produkt); das Euler-Produkt; Eulers Inte-
gral; und die Stirling-Formel.

Die I'-Funkion erfiillt eine Vielzahl anderer Identitéten, die oft fiir Anwendungen wichtig
sind. Wir fiithren nur einige aus.

Eine geschlossene Form wie I'(1/2) = /7 wird man fiir allgemeine Werte von I'(z)
an rationalen Zahlen leider nicht finden. Man kann allerdings eine einfache Formel fiir
gewisse Produkte von I'-Werten angeben.

Lemma 2.15. Fir jedes m € N gilt asymptotisch

(mN)! mNm+1/2
Ny ~ GnN) D7’ N — oo.

Explizit ist hier die Behauptung:

2rN)(m=1/2 N)!
lim<7TN) o mN
Nooo  mim+1/2 (N')m

Wir schreiben allgemein a(N) ~ b(N), wenn limy_,o a(N)/b(N) = 1.

Beweis. Nach Stirling-Formel ist
N! =N -T(N) ~ V21N - (N/e)",
also
(mN)! ~ V2rmN - (mN/e)™
und
(mN)! 2rmN  (mN/e)™V mNm+1/2

("~ WarNyr (] T Ny N

Satz 2.16 (Multiplikationsformel). Fir m € N und z € C mit —mz ¢ Ny gilt

m—1

H r (z + i) = (2m) D2 1/2=maD ().
m

j=0
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Zum Beispiel:
D()T(z+1/2) =212/ - T'(22);
T(2)T(z 4 1/3)0(z +2/3) = 3127 . 27 . T'(32).

Beweis. Wir verwenden die GauB-Darstellung

N7# . NI
I'(z) = L
(2) N300 2(z+1)...(2+ N)

und schreiben

m—1
HFz—i—y/m
7=0

= lim (N!)™ - N

N—><>o p o +i/m)(z+j/m+1)..(2+j/m+ N)

— i NI mN1+1/m+...+(m71)/m .
Nl—I};o( ) mz(mz + 1)...(mz +mN +m —1)’

Nmzmm(N+1)

sowie (nach Substitution N — mN)

o (mN)™* - (mN)!
L(mz) = Jégnoo mz(mz + 1)...(mz +mN)’

Damit ist:
[(mz)
L) (z+1/m)..T(z+ (m —1)/m)
I (mN)! (mN)™ mz(mz + 1)...(mz + mN +m — 1)

= lim : :

R=es (A1) R AL RN s ) mz(mz + 1)...(mz + mN)

mNm+1/2 mm?

= lim : -(mz+mN+1)...(mz+mN+m—1)

N—oo (27TN)(m—1)/2 mm(N+1) Nym—1
N 1 N -1
_ mmz—m+1/2(2ﬂ_)(1—m)/2 . lim (m +mz + ) (m +tmz+m )
N—o0 Nm-1

w__»

In der zweiten wurde das Lemma eingesetzt. Der verbleibende Limes ist einfach

m™=1_ Also ist

m—1
T(mz) = m™2(2m) =2 T T(z + j/m). O
j=0
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2.6. Das Schliisselloch-Integral

Hankels Darstellung der I'-Funktion sieht auf dem ersten Blick dhnlich wie das Eu-
ler’sche Integral aus. Sein Integral stellt aber das Inverse ﬁ dar, und es konvergiert
auch fir alle z € C. Darum ist diese Darstellung (obwohl sie etwas komplizierter

aussieht) in manchen Anwendungen niitzlicher.

Ein Hankel-Integrationsweg oder Schliisselloch-Integrationsweg ist ein Weg
v : R — C, der aus den folgenden Teilwegen besteht:
(i) Eine Gerade von —oo — ie nach z — i¢ fiir irgendein € > 0 und = € R;
(ii) Ein stetiger Weg von x — ic nach z + ie, der nie die nicht-positive negative reelle
Achse iiberquert;
(iii) Eine Gerade von x + ic nach —oo + ie.

N
*)—\O// x

Figur 2.2: Integrationsweg f_(?;r)

In der Praxis werden Hankel-Wege dann verwendet, wenn das Integral nicht von
der Wahl der Kontur abhéngt. (Der Cauchy’sche Integralsatz reicht hierfiir allein nicht
aus, da der Integrationsweg nicht geschlossen ist. Unabhangigkeit gilt z.B. wenn der
Integrand im Limes z — —oo hinreichend schnell abklingt.) In diesem Fall schreibt

man auch 04)
/f(z)dz:/_ f(z)dz.

Die Notation der rechten Seite beschreibt ein Kurvenintegral mit Anfang und Ende in
—00, das einmal den Punkt 0 positiv umlauft.
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Satz 2.17 (Hankel-Darstellung).

1 1 (0+)
= e dup.
T(2) zm‘/ woe

—00

Das Integral konvergiert lokal gleichmafig auf ganz z € C.

N.B. Wenn man ¢t = —w definiert und z durch 1 — z ersetzt, erhédlt man den bekan-
nten Ausdruck im Integral:

S
rl—z) 2m '

o0

Integriert wird iiber einen nach rechts offenen Schliisselloch-Weg. Vorsicht: #*~! ist hier
nicht der Hauptzweig!

Beweis. Fir z = x + iy haben wir
|w—zew| _ eRe[w]+yArg(w)|w|—x < em™. eRe[w]|w|—z.

Die obere Schranke wird exponentiell klein bei Re[w] — —oo. Also konvergieren die
Integrale iiber die Geraden,
xtie
/ w*e" dw,
—ooZie

und damit auch das gesamte Integral, absolut und lokal gleichméafig in z.
Wir wollen zeigen, dass das Integral nicht vom Weg abhéngt. Dazu seien 71,79

zwei Schliisselloch-Wegen. Wir zeichnen einen vertikalen Streifen x = —N (N > 0
hinreichend grof}) zwischen 7, und —v, ein (vgl. Abbildung):
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o™
LA

Figur 2.3: Vergleich zweier Schliisselloch-Integrale

Das Integral iiber die so entstehende geschlossene Kurve ergibt nach dem
Cauchy’schen Integralsatz 0. Also ist fyl wFe? — fw w—?e" gleich dem Integral von
w~?e" iber die zwei im Bereich Re[w] < —N liegenden Rechtecken. Mit unserer
Abschétzung sieht man, dass das verbleibende Integral im Limes N — oo gegen 0

konvergiert. Somit definiert das Integral eine ganze Funktion in z, die nicht von der
Wahl des Schliisselloch-Weges abhangt.

Um das Integral tatséchlich zu berechnen, nehmen wir Re[z] < 1 an. Wir lassen
den Radius von dem inneren Kreis gegen 0 gehen, sodass der Integrationsweg nur noch
aus zwei Geraden besteht: erstens die negative reelle Achse R, positiv orientiert, und
zweitens Ry negativ orientiert. Hier ist zu beachten, dass w™*e" dabei gegen zwei
unterschiedliche Zweige der Funktion tendiert: im ersten Integral wird e=*(n(=w)=7) . g
integriert und im zweiten e=*"(W)+7) . v Insgesamt gilt:

(0+) 0 ' —o0o '
/ w e dw = / e—z(ln(—w)—m)ew dw + / e—z(ln(—w)—l—m,)ew dw
= 0

o0 — 00

= e”iz/ e 't dt — e‘mz/ e 'tTFdt (t = —w)
0 0

= (™ — e ™I(1 — 2)
= 2isin(mz)['(1 — z).
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Nach dem Eulerschen Ergénzungssatz ist der letzte Ausdruck 13(”;) O

2.7. Charakterisierungssatze

Die I'-Funktion ist nicht die einzige holomorphe Funktion, die die Funktionalgleichung
['(z4+1) = 2I'(z) und I'(1) = 1 geniigt. Das tut auch I'(z)¢(z) fiir jede 1-periodische
Funktion ¢(z) mit ¢(1) = 1. Unter einigen milden Nebenbedingungen ist I'(z) jedoch
eindeutig charakterisiert.

Satz 2.18 (Bohr—Mollerup). Sei f : R.g — R eine Funktion mit

fle+1)=af(z), f(1)=1

Angenommen, log f(x) ist konvex. Dann gilt f =T .

. J

Dazu miissen wir nicht mal annehmen, dass f stetig ist, geschweige denn holomorph.
N.B. Dass I'(2) selbst logarithmisch konvex ist, folgt sofort aus der Reihendarstellung
von %Log [(z) =¢'(2):

N |
@Z)/(ZL‘) = Zm >0, x€ R>0.

n=0

Beweis. Ubungsaufgabe. O]

Satz 2.19 (Wielandt). Sei f : U — C eine holomorphe Funktion auf einer
offenen Menge U, die den abgeschlossenen Streifen

S={z=zx+iy: 1<x<2}

enthdlt. Angenommen, f ist auf S beschrankt und erfillt die Funktionalgle-
ichung

f+1)=z2f(z) und f(1) =1, firzeCmitz,z+1€U.

Dann gilt f(z) =T'(2).

N.B. Aus der Euler-Integraldarstellung sieht man, dass I'(x+iy) durch I'(x) beschrankt

\F(Hiy)!:\/ ett““ydt\éf e "¢ dt = [(x).
0 0
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Beweis. Sei h(z) := f(z) —'(z). Durch die Funktionalgleichung h(z + 1) = zh(z) wird
h holomorph auf die Halbebene Re[z] > 0 fortgesetzt, und durch h(z) = 1h(z + 1) auf
die Halbebene Re[z] < 1; die dadurch definierte Funktion ist sogar ganz, denn h(1) = 0.
Mit h(z) ist auch h(1 — z) auf dem Streifen S beschrankt: denn h(1 — z) ist im Kom-

paktum {1 < x <2, |y| < 1} als stetige Funktion beschrénkt, und fir |y| > 1 gilt

(3 = 2)|
h(l—2)| = < |h(3 — 2)| < sup |h(z)].
b1 = 2) = T E o < [h(3 = 2)] < sup h(2)
Die ganze Funktion H(z) := h(z)h(1 — 2) ist also auch beschrankt in S. Da aber
1—
H(z +1) = h(z + Dh(—2) = 2h(=) - "2 = ~H(3),
—z

ist H auf ganz C beschrankt und damit konstant. Mit H(1) = h(1)h(0) = 0 folgt
H = 0. Insbesondere muss h(z) = 0 fir tiberabzéhlbar viele Werte von z gelten, also
h = 0 nach dem Identitatssatz. [
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3. Die Laplace-Transformation

Das Laplace-Integral kann man sich als “kontinuierliche” Variante der Potenzreihe
vorstellen. Statt der Reihe .

>0,

n=0

/OOO f(t)2"dt.

Dieses Integral hat den offensichtlichen Nachteil, dass es sich in der Nahe von z = 0
wegen der beliebigen reellen Potenzen 2! i.A. nicht gut verhalten kann. Darum schreiben
wir stattdessen z = e~* und erhalten das Integral

schreiben wir ein Integral hin:

CIf1(s) = / " ftyedt.

Die Laplace-Transformation f +— L[f] hat die wichtige Eigenschaft, dass sie die
Ableitung in eine algebraische Operation (Multiplikation mit s) iiberfithrt, und damit
Differentialgleichungen in algebraische Gleichungen verwandelt. Auflerdem ist sie fiir
viel allgemeinere Funktionen als z.B. die Fourier-Transformation wohldefiniert. Deswe-
gen wird sie oft in der angewandten Mathematik verwendet. Wir fiihren sie vor allem
wegen Anwendungen auf Integraldarstellungen spezieller Funktionen und Asymptotik
ein.

3.1. Die Laplace-Transformation

3.1.1. Definition

Sei
fR—=C

cine stiickweise stetige Funktion, fir die f(¢) = 0 fir ¢ < 0 gilt und |f| auf einer
Umgebung von 0 integrierbar ist.

Definition 3.1. Die Laplace-Transformierte von f ist das Integral

CIf1(s) = / T et .
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Beispiel 3.2. Fiir f(t) = e™ konvergiert das Integral

L) = [ eorar
0
genau dann, wenn Re[s] > Rela], und es ist L[f](s) = L.

s—a

Bemerkung 3.3. Schon an dieser Stelle wollen wir das Integral £[f] zu einem Stieltjes-
Integral umschreiben:

00 N
L[f)(s) = /0 e dF(t) = lim [ e dF(1)
N—oo V€

_ /0 () du

Nun kann F' auch eine beliebige Funktion F' : R — C sein, die auf kompakten Inter-
vallen beschrénkte Variation hat, und die F'(t) = 0 (¢t < 0) erfiillt.

Der Vorteil besteht darin, dass man L[f](s) z.B. fiir die “Funktion” f(t) = §(t — a),
a > 0 genauso behandeln kann. Der Integrator ware die Sprungfunktion

0: t<a
1: t2>a;

F(t) = H(t —a) = {

und die Laplace-Transformierte ist £[f](s) = e~**. Hier ist H(t) die Heaviside-Funktion.

In dieser Allgemeinheit spricht man eigentlich von der Laplace—Stieltjes- Transformation.
Wir verwenden aber (solange es nicht zu Verwirrung fithrt) die Schreibweise

£lfis) = [ etar) /f

sodass z.B. -
C[8)(s) = / e AH (1) = 1
0
ist.
Beispiel 3.4. Neben dem gewodhnlichen Fall L[f fo e * f(t) dt werden wir uns

fiir den folgenden Fall interessieren. Sei Ap, /\2, ... eine monoton steigende Folge mit
lim,, oo Ay, = 00; s€l ay, as, ... eine (beliebige) komplexe Folge und definiere

:iané(t—)\ )

mit der “Stammfunktion”

Zan t— Zan

An <t
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Die Laplace-Transformierte
LIf)(s) =Y ane ™
n=1

heifit verallgemeinerte Dirichlet-Reihe. Hiervon sind zwei noch speziellere Fille
erwahnenswert:
(1) Ay, = n (oder genau genommen \, =n — 1), also

F&) =" and(t—n).

Dann ist

LIfI(s) =Y ane™

n=0

die Potenzreihe Y ° @, 2™ mit der Substitution z = e~*.
(2) Ay = log(n). Dann heifit

LIf)(s) = > am

einfach Dirichlet-Reihe.

3.1.2. Konvergenz

Satz 3.5. Angenommen, das Laplace-Integral

Llf1(s) = / " R ()

konvergiert in einem Punkt o € R. Dann konvergiert das Integral in der Hal-
bebene

{s € C: Re[s] > o},

die Konvergenz ist gleichmdfsig in jedem Winkelbereich:
Ws={seC: |Arg(s—0)| <0}, 0<d<7/2

und L[f] ist dort holomorph.

L[f] konvergiert also entweder auf ganz C, nirgendwo, oder in einer rechten Hal-
bebene (evtl. mit Randpunkten).
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Op i

Figur 3.1: Winkelbereich Wjs

Das Infimum
o, = inf{oc € R: L[f](0) konvergiert}

heifit Abszisse der bedingten Konvergenz von L[f]. Natiirlich kann o, auch +oo
sein.
Entsprechend definieren wir mit

o, =inf{oc € R: L[| f]](0) konvergiert}

die Abszisse der absoluten Konvergenz von L[f].

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Da L[f](0) konvergiert, gibt es ein ¢y € R+, sodass

b
’/ e_"tdF(t)‘<5 fir a,b > t.

Sei
G(t) = —/t e 7" dF(x)
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sodass dG(t) = e 7*dF(t) und lim,;_,, G(t) = 0. Mit partieller Integration erhalten wir

b
/ e st dF(t

b
/ 67(3 o)t . fotdF()

b
/ —(s—0)
b
= e CTNG(b) — e G(a) + (s — 0) / e”CTNG() dt.

Fiir to hinreichend gro sind |G(a)|, |G(b)| < € sowie

’ t ’ R t s — o]
‘(S - O')/a 67(570) G(t) dt‘ < ’5 — O'|€ '\/a 67( 25l o) dt < m ° &,

Im Winkelbereich W5 konnen wir abschétzen:

|s — o 1

Re[s] —o ~ cosd’

Also ist die Konvergenz dort gleichméfig. Die Holomorphie von L[f] erhalten wir aus
dem Satz von Weierstraf. m

3.1.3. Rechenregeln

Fiir die Laplace-Transformation gelten die folgenden Rechenregeln:

1. Linearitat:

Llaf +bg] = aL[f] +bL]g], a,beC.

2. Fir f,(t) .= f(at), a € Ry gilt

Lfal(s) = =L[f](s/a).

mit \ € R>0 gllt
LIH)(s) = e LIf)(s)-

4. Angenommen, f ist differenzierbar und der Limes f(04) := lim;_,o f(¢) existiert.
Dann gilt
LIf'(s) = s - L[f](s) = f(0+).
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5. Fir F(t fo r)dz ist

6. Sei g(t) =t- f(t). Dann ist

falls das Integral konvergiert.

Zum Beweis braucht man nur die elementaren Eigenschaften des Integrals (z.B. par-
tielle Integration).

Die Multiplikation von konvergenten Potenzreihen ist durch das Cauchy-Produkt
beschrieben:

(Z an2”> (Z bnz”> = Z 2", Cp = Z Ay O,
n=0 n=0 n=0 m=0

Fiir allgemeine Laplace-Integrale ist die analoge Formel die Faltung;:
LU} £la) = £l gl o) = [ 76—t

Diese Formel ist dort giiltig, wo L[f](s) und L[g](s) beide absolut konvergieren.
Fiir Stieltjes-Integrale lautet die Formel

( /O h et dr () ( /0 et a6 (1)) = /0 et AH (1)
H(t) = /OtF(t—u dG(u /Gt—u ) dF( )

it 7€—zt

2¢

mit

Beispiel 3.6. (i) Schreibt man cos(t) = £+ und sin(t) = ¢ , dann erhalten wir

2
mit den Rechenregeln

1, 1 1 s
c[cos](s)_§<s—i+s+i> REEE

LAls Stieltjes-Integral ist H(t) nicht wohldefiniert in Punkten ¢, fiir die F/(t — u) und G(u) eine
gemeinsame Unstetigkeitsstelle besitzen. Fir diese ¢ definiert man die Faltung H(t) durch einen
Limes.
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und

Cin(s) = oo (- ) =

T 2i\s—i s+i) 1+s
Beide haben Konvergenzabszisse o, = 0. Wegen sin’(t) = cos(¢) erhélt man L[cos] aus

L[sin] nach Multiplikation mit s.
Allgemeiner hat cos(bt) die Laplace-Transformierte ;73— und sin(bt) die Laplace-

. b
Transformierte 3 el

(ii) Fur f(t) = w ist die Laplace-Transformierte

L[f](s) = /OO L[sin(bt)](u) du = /OO MLUZ du = g — Arctan(s/b).

Hier ist 0, = 0. Im Limes s — 0 erhalten wir formal das beriihmte Dirichlet-Integral

°° sin(bt
/ sm§ ) dt = g, unabhéngig von b;
0

die Rechtfertigung fiir diesen Schritt kommt aber erst in einem spateren Abschnitt.

(iii) Sei f(t) = log(t). Fiir Re[s] > 0 konvergiert

Ll[log](s) = /000 e *"log(t) dt.

Fiir reelles s erhalten wir mit der Substitution u = t/s:

Lllog](s) = * /0 " et (log(t) — log(s)) dt = —28(8) 4 1 /0 " et log(t) dt.

S S S

t*~1 schreiben:
z=1

Das Integral rechts berechnen wir, indem wir log(t) = %

/ e 'log(t) dt = A7 g = I'(1) = —,
0 dz Jo

wobei v die Euler-Konstante ist. Also:

Cllog](s) = —BET

3.2. Die Umkehrformel

3.2.1. Satz von Lerch

Wir wollen wissen, inwiefern der Integrator F(t) durch sein Laplace-Integral
£l = [ e ar
0
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bestimmt ist. Vollkommen eindeutig bestimmt kann F(¢) nicht sein, denn L[f] = L[g]
gilt z.B. auch dann, wenn sich die Integratoren F' und G auf einer Nullmenge unter-
scheiden. Auflerdem andert sich das Mafl dF' nicht, wenn wir zu F' eine Konstante
hinzuaddieren.

Darum machen wir die folgenden Annahmen:
(1) limy_, F(t) = 0;

(2) F ist rechtsstetig: F(t) = lim;ﬁ_)o F(t+ h) fir jedes t.
>0

Satz 3.7 (Satz von Lerch). Sei F': Ryg — C eine Funktion, die auf kompakten
Intervallen beschrdnkte Vam'ation hat, die Annahmen (1), (2) erfillt, und deren
Laplace-Transformierte L fo e S dF(t) in einem Punkt sq konvergiert.
Angenommen, es gibt eine Zahl A >0 mit

L[f](so+An)=0 firn=0,1,2,3,...

Dann ist F = 0.

\. J

Mit anderen Worten: die Werte von L[f] in einer beliebigen arithmetischen Folge
reichen aus, um die Funktion F' eindeutig zu bestimmen (unter diesen Annahmen).

Beweis. Sei G(t) die stetige Funktion

sodass dG(t) = e™** dF(t) und lim,_,o, G(t) = 0.
Gegeben ist dann

0 = L[f](s0 + An) = / T et gt 4p(f) = / et 4G(1)

0 0

fiir alle n € Ny. Mit der Substitution © = e~ erhalten wir
/ " dH () = 0, mit H(u) = G- log(u)/A).
0
Da lim,_,o H(u) = lim;_,o, G(t) = 0, erhalten wir nach partieller Integration:
/lu"H(u)du =0, n=0,1,2,3,...
0
Hier ist H(u) stetig.
Nach dem Approximationssatz von Weierstrafl gibt es zu jedem € > 0 ein Polynom

P(X) € C[X] mit B
|P(u) — H(u)| <e, 0 <u<l1.
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Wegen fol P(u)H (u) du = 0 folgt

/01 |H (u)]? du = /OlH(U)H(u)du: —/OlH(u)(P(u) — H(u))du

und damit

1 1
/ |H (u)]* du < 5/ |H (u)|du.
0 0
Da ¢ beliebig klein gewéhlt werden kann, ist fol |H(u)[*du =0 und H = 0.

Also ist auch -
G(t) = —/ e “dF(u) =0
¢

identisch 0. Da [ rechtsstetig ist, muss F' dann konstant sein. (Sonst sei 0.B.d.A F
reell; dann finden wir ein ¢ und ein r > 0 mit F'(t + h) > F(t) oder F(t + h) < F(t)
fir alle h < r, und Vergleichen von G(t + r) und G(¢) fihrt zum Widerspruch.) Nach
Annahme (1) ist 7 = 0. O

Korollar 3.8. (i) Seien
Dy(s) = Z ayn=°,  Dao(s) = Z b,n"*
n=1 n=1

Dirichlet-Reihen, die auf einer arithmetischen Folge s = so + n\ (n = 0,1,2,...) kon-
vergieren und die gleichen Werte annehmen. Dann gilt a,, = b, fir jedes n.

(ii) Sei f eine stickweise stetige Funktion. Dann kann L[f](s) in keiner Halbebene
als (auch verallgemeinerte) Dirichlet-Reihe Y > | a,e™*"* entwickelt werden.

Mit dem Eindeutigkeitssatz von Lerch sind wir prinzipiell in der Lage, lineare Dif-
ferentialgleichungen zu 16sen, indem wir die Laplace-Transformation anwenden und die
so entstehende algebraische Gleichung l6sen.

Beispiel 3.9. Gegeben sei das Anfangswertproblem
f'(2) + f(2) = cos(z), f(0)=0, f'(0)=0.
Wir setzen ¢ = £[f]. Dann sind
LIf'] = s L[f](s) = f(0+) = 5¢(s)

und
L[f")(s) = s L[f)(s) = f'(0+) = 5°¢(s)
und s
Llcos|(s) = TEa
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d.h.

S S

(1+806) = 7o = 96) = T

An dieser Stelle erkennt man eventuell, dass

d 1 1

1 d .. .
¢(s) = Y it o ££[51ﬂ](5)

gilt, und mit den Rechenregeln fiir £ erhalten wir ¢ = L[f] fir die Losung f(z) = 3z sin(z).

Es ware schoner, eine allgemeine Formel zum Invertieren von £ zu haben.

3.2.2. Die Umkehrformel

Es gibt mindestens zwei Ansatze, eine holomorphe Funktion als Potenzreihe,

F(z) = Zan(z —w)",

zu entwickeln.
(1) Durch Integrieren (Cauchy-Formel):

1
ap = 2—7{ —f(z)nJrl dz;
Uy |z—w|<e (Z - U))

(2) Durch Ableiten (Taylor-Formel):

1
— — ()
a, = n!f (w).

Wenn wir L[f](s) = [ f(t)e *'dt als “kontinuierliche” Potenzreihenentwicklung
ansehen wollen, dann sollten wir uns auch vorstellen kénnen, dass die Funktion f(t)
mit ahnlichen Methoden zuriickzugewinnen ist. Das Analogon der Cauchy-Formel wird
Bromwich-Integral oder Bromwich—Wagner-Integral oder aber auch Fourier—
Mellin-Integral genannt:

Satz 3.10 (Laplace-Umkehrformel). Sei F' : Ryy — C eine Funktion von
beschrinkter Variation auf Kompakten und definiere F'(t) := 0 firt < 0. Das
Laplace-Integral

8(s) = LIf1(s) = / e ar()

habe absolute Konvergenzabszisse o, < oco. Fir jedes o > max (0, o) gilt:

a+ico —

- —e
271 S h—0 2

e h>0
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Mit PV ist der Cauchy’sche Hauptwert gemeint; das Integral muss also als sym-
metrisch gegen co gehendes uneigentliches Integral aufgefasst werden:

a—+ico a+T
PV/ Me“ ds := lim @e“ ds.

—ico S T—oo Jo T S

Spezialfall: Falls F' stetig differenzierbar ist und F'(t) = f(¢), dann ist

a-+1i00

o(s) = /OOO e "' f(t)dt und QL d(s)etds = f(t), t>0, a>oa,.

T Ja—ico

(Man leite die allgemeine Umkehrformel nach ¢ ab, mit einem Vertauschen von Ableitung
und Integralzeichen.) Hier muss man sogar nicht mehr a > 0 annehmen, im Prinzip
schon deswegen, dass s nicht mehr im Nenner vorkommt.

Beweis. Mit partieller Integration erhalt man
B(s) = s / et F(t) dt.
0

Also gilt, fiir jedes T' > 0:

1 a+iT 1 a+iT 00
—/ @e“ ds = —/ / e " F(u)e® duds
210 Joir S 218 Joir Jo
1 o0

a+iT

- F ( s(t—u) d )
27 Jo (U) /a—iT ‘ ’

_ 1 /Ooo F<u>ea(t7u) . Sin(y(t B U)) du.

s t—u

Hier haben wir den Satz von Fubini verwendet sowie die Annahme o > o,. Die Be-
hauptung folgt mit Substitution u — u + t und mit dem folgenden Lemma der reellen
Analysis fiir

F(t T > —t;
{ (t+x)e T 5

0: z < —t.

Lemma 3.11. Sei g € L'(R) eine integrierbare Funktion, mit beschrinkter Vari-
ation auf Kompakten. Dann gilt

N—oo T X
€9 x>0 <0

.1 [ sin(Nz) . 17 _
lim —/ g(x)———=dz = > (9161_{% g(x) + glcli% g(x))

Der Beweis wird spater angegeben. Er kann auch tibersprungen werden.
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Beispiel 3.12. Sei Rela] > 0.
(i) Mit
1: ¢>0;
F(t) = ’
0: t<0;

und L[f](s) = [; e " dF(t) = e’ = 1 erhalten wir

1 a+iT€st L: t>07

lim —/ —ds=4¢1/2: t=0;
T—00 270 Jo_iT7 S

0: t <O.

(ii) Mit

und L[f](s) = [7°e*"dt = 1/s erhalten wir

0
, 1 ot est t: t>0;

lim — —ds =
T—00 270 Jo_ i S 0: t<0.

eine Dirichlet-Reihe mit absoluter Konvergenzabszisse 0, < co. Dann ist D = L[f] fiir
f(t) =52 a,0(t —In(n)), bzw. F(t) => " a,H(t —In(n)). Mit der Umkehrformel
erhalten wir fiir ¢ # In(n), n € N:

1 a-+100 D
E a, = F(t) = —PV ﬂe“ ds,
2mi o—ico S
In(n)<t

bzw. mit x = e’:

1 a1y D
Zan = — lim ﬂxs ds.
21 y—oo J s S

n<x Wy

Wenn x = n € N, muss der Term a,, mit Vorfaktor 1/2 gezdhlt werden.

Manchmal ist das Integral in der Laplace-Umkehrformel mit dem Residuensatz leicht
zu berechnen. Wir formulieren hier einen solchen Fall explizit:
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Proposition 3.14. Sei ¢ : {Re[s] > 0,} — C holomorph. Angenommen,

(1) ¢(s) hat eine analytische Fortsetzung auf ganz C bis auf isolierte Singu-
laritaten in den Punkten si,sa, ...;

(i1) Es existiert eine Folge (r,) — oo mit

s|=rn

Dann gilt firt >0 und o > o,:
Loy [T ps)ert ds = i Resi—s, (9(s)e*)
271 or—ioo = ’

n=1

Die Kreise |z| = r, in (iii) konnen natiirlich durch andere Integrationswege ersetzt
werden, z.B. Rechtecke.

Beweis. Sei 0.B.d.A. r, > « fiir alle n. Wir ergdnzen Geraden-Abschnitte der Form
[a — iy, o + iy] durch Kreisbogen zu geschlossenen Kurven wie in der folgenden Figur:

a — 1y

Figur 3.2: Integrationsweg

Das Integral ist nach dem Residuensatz:
1

T ?{(b(s)e” ds = Z Res; ((b(s)e“).

|s|<rn

Wir lassen n gegen oo gehen. Da lim,, o supj,—,, [¢(s)| = 0, folgt nach dem Lemma

von Jordan:
/ B(s)e*ds =0
’an
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fir jedes t > 0. Dabei ist ~,, das Kreissegment links von der Gerade Re[s] = a.. Also

1st
1 a+1iy

lim — P(s)e’ ds = f: Ress—s, (gb(s)e“) : O
n=1

Yy—0 277-7/ a—iy

Beispiel 3.15. Im Beispiel vorher hatten wir ¢(s) = sz und die Losung f zu

L[f] = ¢ gesucht. ¢ hat Pole zweiter Ordnung in s = +i. Wegen
, 1 s—1 , 1 o it
N\t 2 (s=iyt _ (% =it Y it
s =D =3 <(s — 202" )=z (G gt
und 1 +1 1 ) 1t
N (s—i)t STV it .~ b Mo
¢(S+Z)€ = ?<m€ ) = S_ < —€ —€ S+ ...

erhalten wir

f(t) = Res,—i(d(s)e™) + Res—_i(p(s)e™) = —e ™ — —¢'' = 1zf sin(t).

3.2.3. Anhang: Beweis vom Lemma

Wir beweisen hier das verallgemeinerte Lemma von Riemann-Lebesgue, das im Beweis
der Umkehrformel verwendet wurde:

Lemma. Sei g € L'(R) eine integrierbare Funktion von beschrankter Variation auf
Kompakten. Dann gilt

.1 [ sin(Nz) . 1/ ,
fim = / ()= dw = 5 (lim g(e) + L g(x)).

- x>0 <0

Tatsachlich gilt

1P sin(Nx) 1/7.. _
fim = [ g™ do = 5 (lm o) + lim o(o)

N—oo 77 —a
x>0 <0

fiir beliebige a,b > 0. Daraus folgt sofort das Lemma, denn zu jedem ¢ > 0 kann man
a = b so groff wahlen, dass

[ o™ 8 arf < 3 [ lgealar <o
b b

Xz

gilt. Wir beweisen diese starkere Behauptung.
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Beweis. Es gentigt zu zeigen:

b .
lim l/ g(x)sm(Nx) de = 1lim g(x),
0

N—oco T x 2 £—0
>0

denn das eigentliche Integral konnen wir als Summe

[ 0@ 0 s [ g g

X

aufspalten. Da g beschriankte Variation hat, konnen wir g als Differenz zwei monoton
steigender Funktionen schreiben; 0.B.d.A. diirfen wir annehmen, g ist monoton steigend.
Auflerdem diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass lims o g(z) = 0, denn es gilt

>0

b - oo -
lim l/ Mda;:l/ SIn(@) 4
0 0

1
N-oo T T T x 2

Sei € > 0 beliebig und wéhle § € [0, b] mit |g(z)| < € fiir 0 < x < §. Wir schreiben

/obg(x)sm(Nx) de = /069(31:)M dz + /; 9(2) sin(Nz) dz.

T T T

(i) Nach dem klassischen Lemma von Riemann-Lebesgue ist

b
lim 9(x) sin(Nz)dx = 0,

weil die Funktion

0: sonst

{g(x)/x: 0 <z <b

in L'(R) liegt.
(ii) Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert ein & = {y € [0, 0] mit

o . sin(Nx) do — % sin(Nx) e
[ oo™ e =gt [ 0w

T T

Dabei ist f&iv w dz = ]]VVSV w dz beschrankt in N, weil [ w dz uneigentlich

Riemann-integrierbar ist. Wir erhalten

5 .
N

lim sup ) / g(x)sm( 7) dz| <e-sup

N—o0 Ex T NeN

[ it g

New L

Da € > 0 beliebig war, ist der Limes 0. O
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3.3. Ein Stetigkeitssatz

Fiir viele Anwendungen braucht man Zusammenhange zwischen der Konvergenz einer
Funktionsfolge ( f,,), und der Konvergenz ihrer Folge von Laplace-Transformierten (L[ f,]),.

Der folgende technische Satz erlaubt fiir monotone Integratoren F,, bzw. nichtnega-
tive f,, (unter einer Zusatzannahme) die Vertauschung von Grenzprozess und Laplace-
Transformation.

Satz 3.16. Sei (F,)2, eine Folge monoton steigender, nichtnegativer Funktio-
nen. Seien

buls) = LUfal(s) = / " e AR (1)

thre Laplace-Transformierten.  Angenommen, alle ¢, konvergieren in einer
gemeinsamen Halbebene {s : Re[s| > o¢}.

(i) Angenommen, der punktweise Grenzwert F(t) := lim, o F,(t) existiert.
Angenommen, die Folge ¢,(0,) ist beschrdinkt in einem Punkt o, > oy.
Dann gilt

lim ¢,(s) = L[f](s) = /000 e *dF(t), Rels] > o;.

(i) Angenommen, der punktweise Grenzwert lim,, . ¢,(0) = ¢(o) existiert fiir
o > 0g. Dann existiert eine monoton steigende Funktion F' mit

o) = [ ear)

und lim,,_, F,,(t) = F(t) in jeder Stetigkeitsstelle t von F.

Beweis. (i) Sei M > 0 mit ¢,,(01) < M fiir alle n € N. Sei € > 0 beliebig. Nach dem
Satz von der dominierten Konvergenz gilt in jeder Stetigkeitsstelle x von F

‘ / e~ st an(t) — / et dF(t)‘ < &, n hinreichend gI'OB-
0 0
Aulerdem gilt

/ e~ AR, (t) < e(@—ons / e’”ltan(t)‘ < Me=o=o0),

und fiir ¢ > o, koénnen wir z so gro wihlen, dass Me *(?=91) < . Fiir jedes solche
gilt dann

lim inf ¢, (o) > / e 7' dF(t) —e, limsupg,(o) < / e " dF(t) + ¢,
n—r00 0 n—r00 0

also
lim sup ¢,,(0) — liminf ¢, (o) < 2¢,
n—oo

n—oo
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und damit konvergiert (¢, (¢)),>1 punktweise fiir ¢ > ;. Im Limes z — oo erhilt man

den Wert -
/ e " dF(t) = lim ¢,(0).
0

n—oo

(i) Sei 0.B.d.A ¢ # 0 und sei 0 > o eine Abszisse mit ¢(c) # 0. Wir definieren

die Funktionen

F.(t) = qbn(cr)_l/o e 7dF,(u),

baw. dE,(t) = ¢n(0) te " dF,(t), sodass

/OOO dE,(t) = ¢n(o)? /Ooo e "t dF,(t) = 1.

(Dabei ist auch ¢, (o)~ # 0 fur hinreichend grofe n.) Die Konvergenz F,, — F ist
dann aquivalent zu

B, B, dE(®) = ¢(0) te ot dF(2).

Auf dieser Weise konnen wir auf den Fall reduzieren, dass alle F), durch 1 beschrankt
sind: limy_, Fp,(t) = 1.

Nach dem Auswahlsatz von Helly besitzt die Folge (F},)°; eine punktweise konver-
gente Teilfolge (F,, )72, mit Grenzfunktion F. Nach (i) gilt fiir jede solche Teilfolge
LIf1() = Jim g, (5) = 6(s).
—00
Nach dem Eindeutigkeitssatz von Lerch ist F' als Urbild (fast) eindeutig bestimmt: in
jeder Stetigkeitsstelle ¢t von F' konvergiert jede konvergente Teilfolge von F,,(t) gegen

F(t). Mit dem Satz von Bolzano—Weierstrafl sieht man, dass die gesamte Folge F,,(t)
dort gegen F'(t) konvergiert. ]

3.4. Randverhalten

Die Laplace-Transformation wird oft dafiir eingesetzt, um das Wachstum einer Funktion
zu verstehen. Falls die Funktion f(t) eine Schranke der Form f(t) < e gentigt, sieht
man leicht, dass das Laplace-Integral

Clf)(s) = / e ar

in der offenen Halbebene Re[s] > p konvergiert.
Wenn wir p minimal wéhlen (also p = 0}), kénnte man vermuten, dass f(¢) ungeféhr
wie ein Vielfaches von e?' wachst.

Das ist meistens richtig aber in der Regel doch schwer zu beweisen. Die Beziehungen
zwischen der Abszisse o3, und die analytischen Eigenschaften von L[f] sind i.A. etwas
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subtil. Die Hauptschwierigkeit besteht darin, die Konvergenz von fooo f(t)e st dt im
Punkt s = 0, zu untersuchen.

Nach einem Satz von Landau kann das Laplace-Integral einer nichtnegativen Funk-
tion nie auf eine Umgebung von s = o, holomorph fortgesetzt werden:

Satz 3.17 (Landau). Angenommen, der Integrator F(t) ist reell und monoton
nichtfallend, und das Laplace-Integral L[f](s) hat endliche Konvergenzabszisse
oy (=04). Dann kann L[f](s) in keine Umgebung von o, analytisch fortgesetzt
werden.

Fiir eine nichtnegative Funktion f(t) erkennt man oy, also daran, dass {Re[s] > o3}
die groBte rechte Halbebene ist, auf die £[f](s) holomorph fortgesetzt werden kann.
Die “)-Funktion” ist in diesem Sinn auch nichtnegativ. Der Satz gilt damit auch fiir
Dirichlet-Reihen

> ane™ = L[fI(s),  f(t) =) and(t— )

mit Koeflizienten a,, > 0.

N.B. Das heifit nicht, das L[f](s) z.B. keine stetige Fortsetzung in den Punkt
s = oy, besitzen darf. Ein Gegenbeispiel wire die Dirichlet-Reihe >°°° € ° die auch

n=1 n2 >

auf der geschlossenen Halbebene Re[s] > o, = 0 wohldefiniert und stetig ist.

Beweis. Sei 0.B.d.A. 0, = 0, denn sonst betrachten wir das Integral

o0 t
L[fl(s+op) = / e dG(t), G(t) = / e " dF (z).
0 0
Mit F(t) ist G(t) auch monoton nichtfallend.

Angenommen, L[f](s) besitzt eine holomorphe Fortsetzung auf eine offene Umge-
bung von s = 0. Dann konvergiert die Taylor-Entwicklung

LIfl(s) =D an(s = 1)

im Kreis von Radius 1+ 20 um s = 1 fiir irgendein 6 > 0. (Wenn L[f](s) im Kreis

von Radius € > 0 um s = 0 holomorph ist, dann kann man § = —”1+4€2_1 wahlen, vgl.
Abbildung.)
Die Koeffizienten sind dabei
1 d° 1 [~
n=——-— = — (=t)"dF(1).
n = | LN = [ et ar
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An der Stelle s = —4 ist also

= (1

Z )i / e " dF(t).
n=0 '

Die Reihe und das Integral diirfen wir vertauschen, da alle Terme positiv sind (Satz
von Fubini-Tonelli). Damit konvergiert

o0

o (1+0)™t™ o
ol = [ e [ X T  are) = [ enar;
n=0 !
ein Widerspruch, denn o, = 0.
Y.

Figur 3.3: Potenzreihenentwicklung von £[f] um s = 1.

]

Der Satz von Landau beschreibt allerdings nicht das Verhalten von ¢(s) = L[f](s)
im Punkt s = ¢,. Intuitiv ist klar, dass das Verhalten in der Nahe von o, mit dem
Wachstum von f(¢) im Limes t — oo zusammenhéngt. In der Literatur gibt es ver-
schiedene Satze, die man grob in zwei Arten unterteilt:

(1) Abel-Satze: Hier werden nur Nebenbedingungen an f(¢) gestellt.

(2) Tauber-Satze. Hier werden Nebenbedingungen nur (oder vor allem) an ¢(s)
gestellt.

Fiir unseren Taubersatz brauchen wir den Begriff einer langsam variterenden Funk-
tion: eine messbare Funktion A : (0,00) — R, fiir die fiir jedes a > 0 der Limes

A(at)

s =l
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ist. Typische Beispiele sind A\(¢) = C' (konstant), A\(t) = In(¢), A(t) = In(In(¢)) und so
weiter.

Satz 3.18 (Taubersatz von KaramataP)). Sei I : (0,00) — (0,00) eine monoton
steigende, nichtnegative Funktion. Angenommen,

o= [~ etar)

habe Konvergenzabszisse o, = 0. Sei ¢ eine langsam variierende Funktion und
set 0 < p < 00. Dann sind aquivalent:
(i)
F(t) ~ tPY(t), t— oo
(i)
C(p+1)
sSP

¢(s) ~ “Y(1/s), s —=0.

Die Implikation (i) = (ii) ist ein Abelsatz; und (ii) = (i) ein Taubersatz.
N.B. Die Rollen von 0 und oo kénnen im Satz vertauscht werden: d.h. F(t) ~ tPi)(t)
fir ¢ — 0 genau dann, wenn ¢(s) ~ %w(l/s) fiir s — oo. Der Beweis ist fast
derselbe.

Beweis. (ii) = (i): Aus Bedingung (ii) folgt

lim d(zs) =s 7. lim M =s "
z—0 ¢<:L‘) z—0 w(l/s)
Wir konnen % als Laplace-Transformierte

/0 Tt AR (1), F(t) = @F(t/x)

schreiiben. Die rechte Seite ist

o0 tP
s = e dG), G(t) = ——.
| e, 6= g
Nach dem Stetigkeitssatz gilt
. 1 : s
i gy T /) = Jim Folt) = 5y
Durch die Substitution x +— ¢/x erhalten wir
i P L(p+1) o

’Diese genaue Formulierung wurde wahrscheinlich erstmals von Feller angegeben. Vgl. W.Feller,
An Introduction to Probability Theory and its Applications, volume II, 2nd edition (1971) Section
XII1.5
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und damit auch
F(z) ~ 2Py (x).
(i) = (ii): Aus Bedingung (i) folgt

Ay WY (xt)
8 F@)

=t’, t>0.

Wir fassen 1;(( )) als Funktionsfolge in ¢ auf; die Laplace-Transformierten sind dann

L et _ L s/x
ﬁal AP (et) = F0(s/a).

Andererseits ist . .
o [o¢] +
/ e d(t’) = ,0/ el dt = Lo+ 1) )
0 0 sP
Um den Stetigkeitssatz zu verwenden, miissen wir zuerst priifen, dass (ﬁgb(s /) x>0

fir jedes s € Ry beschriankt ist. Dazu schiten wir das Integral ¢(s/z) durch eine
Treppenfunktion mit Trager 2"z, n = 0,1, 2, ...:

o(s/x) = /000 e VTAF(t) < Ze’Zn_lsF(Tz’).

Wegen }l;(éf)) ~ 2¢ kénnen wir (fiir & hinreichend groB) alle F(2"z) durch 2"+ F(x)

abschéatzen. Dann ist .

_on—1
§ p+s 2 s < 00

beschrankt im Limes z — oo.

Also diirfen wir den Stetigkeitssatz verwenden. Wir erhalten

L 8(s/z) _T(p+ D)
T—00 F(.I) sP .

Nach Annahme (i) ist F(x) ~ 2fi(z), also an der Stelle s = 1:

¢(1/z) ~T(p+1)F(z) ~ T(p+1)z"y(x).
Die Behauptung (ii) folgt durch Substitution s = 1/x. O
Korollar 3.19. Sei F' monoton steigend und nichtnegativ, und ¢(s fo e St dF(t
habe Konvergenzabszisse o, > 0. Sei) eine langsam variierende Funktwn und 0 < p < 0.

Angenommen,
F(t) ~ tre® - ah(t), t— oo.
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Dann gilt:
ol'(p+1)
(8 — O'b)erl

o(s) ~ ~(1/s), s — op.

Die Umkehrrichtung ist i.A. falsch ohne Zusatzannahmen!
Beweis. Man schreibe ¢(s + 03) = [ e dG(t) mit

t t
G(t) = / e dF (u) = F(t) - e ™" + oy, - / e 7" F(u) du.
0 0

Im Limes ¢ — oo dominiert das Integral:

u O_b
Gt) ~ oy | tPY(t) dt ~ ——tPTT,
()~ [ w2

Die Behauptung folgt aus dem obigen Abelsatz. O

Beispiel 3.20. Sei (a,) eine nichtnegative Folge, A, eine monoton steigende Folge in
(0, 00) mit lim,, o A, = 00 und

mit
o(s) = Zane#‘"s.
n=1

Wir erhalten als Spezialfall den Taubersatz von Hardy—-Littlewood,

o(s) ~ LD 10 s o

SP

genau dann, wenn

Z a, ~ tPY(t), n — oo,

An <t

Wenn z.B. ¢(s) auf eine punktierte Umgebung von s = 0 holomorph fortsetzbar ist,
und einen Pol in s = 0 besitzt mit Laurententwicklung

dann gilt asymptotisch
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Beispiel 3.21. Sei A, = In(n) und a, = 1, sodass ¢(s) = Y oo e W =5 L die
Konvergenzabszisse o, = 1 hat. Dann gilt

Zan:ZIZ le'| ~ e’
A <t n<et
Nach dem Korollar hat ¢(s) die Asymptotik
Op * F(l) . 1
(s—op)t  s—1

s — 1.

¢(s) ~

Beispiel 3.22. Im Einheitskreis |¢| < 1 betrachten wir fiir p > 0 die holomorphe Funk-
tion f(q) :== Y o, ¢". Mit dem Variablenwechsel ¢ = e~ erhalten wir f(e™¥) = Y o2 e ™.
Wir wéhlen A\,, = n” und a,, = 1. Da

1= [tr] ~ 1 (t— 00),

An<t

erhalten wir die Asymptotik

= .., T(1+1
Ze—nyN ( —il_ /p)7 y_)o’
y/P

n=1

und damit
C(L+1/p)  T(L+1/p)

In(1/q)"/? Vi—q

flq) ~

qg— 1.

Insbesondere ist

F(1+1/p) = hm(l —q) V”Zq

n=1

3.5. Die Mellin-Transformation

Mellin-Integrale sind eine direkte Verallgemeinerung des Gamma-Integrals fooo e Crs~t da.

Definition 3.23. Sei f : R.y — C eine stiickweise stetige Funktion. Die Mellin-
Transformierte von f ist
— / f(z)z" da.
0

Beispiel 3.24. Die Mellin-Transformierte von f(z) = e® ist I'(s).

Im Mellin-Integral [° f(z)z*~! dz machen wir die Substitution z = ’:

= / h Flehe dt
/ f(e “dt+/ fle e dt

= L[f1](s) + L[f2](—
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mit den Funktionen fi(¢) = f(e™") und fo(t) = f(e'). Das Mellin-Integral konvergiert
genau dann, wenn beide Laplace-Integrale konvergieren. Da Laplace-Integrale bekan-
ntlich in Halbebenen konvergieren, erhalten wir:

'a 3

Proposition 3.25. Der Konvergenzbereich eines Mellin-Integrals

M) = [ f@a s
0
besteht aus einem vertikalen Streifen
{s € C: a < Re[s] < b}

(der auch leer oder in einer oder beiden Richtungen unendlich sein kann) und
einer Teilmenge seiner Randpunkte.

Auch der Bereich der absoluten Konvergenz von M]|f] ist ein (i.A. kleinerer) ver-
tikaler Streifen.

Beispiel 3.26. Fiir f(z) = - konvergiert M[f](s) (absolut) genau im Streifen
0 < Re[s] < 1. Die Mellin-Transformierte von f(z) in diesem Streifen erhélt man
aus einem Schliisselloch-Integral um die positive reelle Achse,

oo ,.s—1 1 (0+) .s—1
/ A P S / g
o l+=x 1—e2mils=) J o 142

271 2571
R )
I—e2mis \T42 "

—miS

e

1— 6—27rzs

= _D(s)D(1— ),

sin(ms)

oder auch als Spezialfall des sog. Beta-Integrals (vgl. Ubungsaufgaben) mit z = IL—t

Die Formel zur Umkehrung der Mellin-Transformation erhalt man fast unmittelbar
aus der Umkehrformel fiir die Laplace-Transformation:

Satz 3.27 (Mellin-Umkehrformel). Sei f : Rog — C stetig. Das Mellin-Integral

B(s) == MIf1(s) = / " f@)etde

konvergiere absolut im Streifen a < Re[s] < b. Fir jedes ¢ € (a,b) und x > 0
gilt:

c+i00 c+iT
f(x) = 1 PV/ : x%¢(s)ds = = lim : x°P(s) ds.

27 . 271 T—oo Jo_ip
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Beweis. Setze x = e~" und schreibe wie oben ¢(s) = ¢1(s) + ¢2(s) mit ¢1(s) = L]f1](s)
und ¢s(s) = L[ f2](—s). Mit der Umkehrformel fiir das Laplace-Integral erhalten wir

1 c+ioco fl(t) . t > 0,
i PV/ ‘ e“1(s)ds = § $limy 0,50 f1(E) : £ =0;
C—100 0 : t < 0;

sowie (nach einer Substitution s — —s)

1 c+100
-_— " PV/ etsqbg(s)

2mi s
1 —c+ioo fa(=t) : t < 0;
= % . PV/ ‘ e*tS[,[fQ](S) ds = %hmt—m,t<0 f2<—t) R 07
—C—100 O : t > 0'

In allen drei Féllen (¢t > 0, ¢ =0, t < 0) erhalten wir

L. -PV /CHOO e"p(s)ds = f(e™). O

2mi s

Beispiel 3.28. Fiir f(z) = e ® und ¢(s) = I'(s) erhalten wir durch Umkehrung der
Integraldarstellung

[(s) = /000 e “x* M dw = M[f](s)

das Cahen—Mellin-Integral

1 c+i00
— r°T'(s)ds=¢e"" ¢>0.

2mi c—100

In diesem Fall konvergiert das Integral absolut (wir brauchen also nicht den Cauchy’schen
Hauptwert), da die I'-Funktion I'(c¢+t) fiir [t| — oo nach der Stirling-Formel exponen-
tiell abklingt.

Wenn man aber entlang vertikalen Streifen mit ¢ < 0 integriert, dann liefert die Formel
das falsche Ergebnis! Wenn —N < ¢ < —N + 1 mit N € N, dann ist namlich

1 c+i00 . _z
5 x°T'(s)ds = —|—Zx Ress— (s —Z k;' ZL‘,

c—100 k=0

entsprechend der Darstellung von I'(s) als Mellin-Transformierte in diesem Streifen,

> (D
I'(s) = / <€7$ - I Jc'“)acs*1 dr, —N <Re[s] < —-N+1.
0 .

(Diese Darstellung von I'(s) nennt man das Integral von Cauchy-Saalschiitz.)
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4. Die Zeta-Funktion

4.1. Definition und Funktionalgleichung

Die Riemann’sche Zeta-Funktion ist die Dirichlet-Reihe

1
((s) = vl
n=1

Sie konvergiert (auch absolut) in der Halbebene Re[s] > 1 nach dem Integralkriterium
und definiert als Dirichlet-Reihe dort eine analytische Funktion.

((s) ist das Objekt der analytischen Zahlentheorie schlechthin. Die zahlentheoretis-
che Bedeutung von ((s) beruht auf ihrer Eulerprodukt-Entwicklung in der Hal-
bebene Re[s] > 1, in der die Primzahlen auftauchen:

Satz 4.1. In der Halbebene Re[s| > 1 besitzt ((s) die Produktentwicklung

0= I ==

p prim

Insbesondere ist ((s) dort nullstellenfrei, da kein Faktor %p_s eine Nullstelle hat.

Beweis. Das Produkt [[,(1 —p~*) konvergiert absolut, da man die Majorante

Z p < ins =((s), Re[s]>1
pprim n=1

findet. Wenn py, ..., py die ersten N Primzahlen bezeichnen, dann ist das N-te Partial-

produkt
N

1 N oo
Hl—p?s :HZ(pf) =2
j=1 J j=1 k=0 nePy
wobei Py die Menge der Zahlen n € N bezeichnet, deren Primfaktorzerlegung nur die
Primzahlen pq, ..., py enthalt. Da jede Zahl n = 1,..., N in der Menge Py vorkommt,
diirfen wir wie folgt abschétzen:

N

‘C(s) —JJa-p) <> n< > 5 0(N - ).
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Damit ist
N

()= tim T —p) = TTa—p" =
Jj=1 pprim

Fiir {(s) gilt eine Funktionalgleichung, die die Werte in s und 1 — s verbindet. Dazu
miissen wir zuerst ¢ fiir s ¢ {Re[s] > 1} definieren:

Proposition 4.2. ((s) hat eine holomorphe Fortsetzung auf s € C\{1} mit
hochstens einem einfachen Pol in s = 1. Die Fortsetzung ist durch das

Schliisselloch-Integral
I(1—s) (O e |
B Sl = 14
)= =55 /_oo 1_e” °F

gegeben.

Zum Integral cf. Hankel-Darstellung von 1/I'(s), Satz [2.17]
Fiir jedes n € N folgt aus der Hankel-Darstellung in der Tat

1 1 (0+) 1, (0+)
- “Sefdy = —npls —$eh% 4
[(s) 27Tz'/ S e /_ = e s

—00 0

und nach der Substitution s — 1 — s und Aufsummieren formal

(=T (S )

n=1

Dieses Argument ist fehlerhaft, denn die geometrische Reihe Y ° | €™ konvergiert auf
keinem Schliisselloch-Weg um 0 tiberall! Trotzdem ist die Darstellung richtig:

Beweis. Das Integral f_(?;:) %zs_l dz konvergiert fiir alle s und definiert eine ganze
Funktion (da e* bei Re[z] — —oo exponentiell abklingt). Falls Re[s] > 0, diirfen wir
den Integrationsweg auf die negative reelle Achse zusammenfallen lassen (wie im Beweis

der Hankel-Darstellung von 1/T'(s)):

(0+) z
2mt J_ 1 —¢€*

1 0 z ; —oo
€ (_Z)sflef(sfl)ﬂz d2+/
0

2mt J_ o 1 — €7
e—l‘
l—=g=®

— Zsin(r(1 ) [

z

= (_Z)sfle(sfl)ﬂi dz

2t dz.
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Hier konvergiert die geometrische Reihe % = > e ™. Wenn s reell und positiv
ist, diirfen wir nach dem Satz von Tonelli die Reihe und das Integral vertauschen:

1 [O0D ¢ . 1 = .
2_7'['?: . 1——6228_ dz = ; Sin(’/T(l — S)) ;/0 e_”xxs_ dx

1 oo
= — SlIl (1 —s) Z n- / e Tt
0

sin(m(1 — 3))F(s)

™

= ((s)

_G(s)
ST -s)

Fiir alle andere s € C liefert das Integral die (meromorphe) Fortsetzung.

Die moglichen Pole von ((s) liegen in den Polstellen von I'(1—s); also s € {1,2,3,...}.
Da ((s) in der Halbebene Re[s] > 1 sowieso holomorph ist, gibt es hochstens einen
einfachen Pol in s = 1. O]

Korollar 4.3. ((s) hat in der Tat einen einfachen Pol bei s = 1. Das Residuum von
((s) dort ist 1.

Das haben wir eigentlich bereits als Anwendung vom Taubersatz von Hardy—-Littlewood
bewiesen. Den Pol erkennt man aber ohne viel Miihe aus der obigen Integraldarstellung:
Beweis. Es gilt

1 (0+) e* 1 e?

27

z

1—

1 —e* = 271 |z|=¢ 1 —e*

dZ—ReS( ,z:O>:—1

—00

fiir jedes hinreichend kleine ¢; und 'l —s) hat in s = 1 einen einfachen Pol mit
Residuum —1. Damit hat auch ((s) = 21m5) f - 16; s=1dz einen einfachen Pol in

s =1, jetzt mit Residuum 1. O]

Fiir Re[s] > 1 koénnen wir andererseits den Kreis im Hankel-Integral

1 (0+) z 1 —
¢ -9

o 1—€? ['(s)

21

unendlich grof$ wahlen und das Integral mit dem Residuensatz berechnen, vgl. Figur.

83



o417

271

—72

o 411

Figur 4.1: Das innere Integral ist (1 — s)/I'(s). Das &uflere Integral konvergiert im
Grenziibergang Radius — oo gegen 0. Im Bild sind nur die Residuen in 274 erfasst,
aber im Limes erhalten wir alle Residuen in 2min, n € Z\{0}.

Das Integral iiber dem aufleren Kreis konvergiert gegen 0, wenn der Radius grof3
wird und der Kreis die Polstellen vermeidet (z.B. |z| = 7n mit n ungerade). Das wird

. . . z
ersichtlich, wenn wir - = -1+ 1_162 und

I1—e*? = (1 —e")? +2e"(1 —cos(y)), z=mx+1iy

schreiben. Mit dem Residuensatz erhalten wir:

C(1—ys) 1 /(OH e
20 sq
['(s) 27i °

- (<2m)—s + (—2m)—s) - C(s)
=2 1 % cos(ms/2)((s).

Wir haben bewiesen:
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Satz 4.4. Fir ((s) gilt die Funktionalgleichung

QU—S%:Tﬂf”wSC;>F@K@)
Im Spezialfall s = n € Ny ist der Integrand in ﬁ _(?;) %z_” dz meromorph, und

das Integral ist einfach das Residuum in z = 0:

Satz 4.5. ((s) hat die speziellen Werte

C0)=—1/2 und quw:—%an:Lz&m

Hier sind B,, wieder die Bernoulli-Zahlen: > %z” = ==5. Insbesondere sind
B, € Q.

Beweis. Es gilt:

z

((1—=n)=T(n) = /_(0+) c 2z "dz=T(n)- Res(

.2m' 1 —e?

-n, :0).
. AL

Das Residuum ist der Koeffizient a,, in der Entwicklung

e® 1 =
— = a2 L
1—e* +1—ez nzzoaz

Dieser Koeffizient ist —1/2 fiir n = 1 und —B,,/n! sonst. Also ist

und

Diese sind die trivialen Nullstellen von ((s). Durch die Funktionalgleichung erhélt

man die Werte L@ ‘)2
T)°"
n)=——.-—~-B e

Korollar 4.6. Die Xi-Funktion oder vervollstandigte Zeta-Funktion
E(s) = 7*/T(s/2)¢(s)
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erfillt die Funktionalgleichung
§(1 —5) =¢&(s).
&(s) ist analytisch auf C\{0,1} mit einfachen Polen in 0 und 1.

Da I'(s/2) einfache Pole in s = —2n, n € N hat, gilt {(—2n) # 0.

Beweis. Nach Funktionalgleichung ist

=52 (s s) = 95— 1,8/2 I'(s/2) ) s
D(s/2)0(e) = 27— s (1 = 9)

Nach dem Eulerschen Ergéanzungssatz ist

cos(m/2) =T(1/2 —s/2)'(1/2 + s/2);
also:
s—15/2 I'(s/2) _ _s/9). s—lﬂ_s/2—1r(s/2)r(]‘/2 +5/2)
2 cos(ms/2)T(s) [(1/2=s/2)-2 ['(s) '

Nach der Duplikationsformel
L'(2)T(z +1/2) = 2'72%/7 - T(22)

ist
[(s/2)[(1/2+ s/2)

T(s) =Y

Insgesamt haben wir:

72T (s/2)¢(s) = 7**720(1/2 — 5/2)¢(1 ~ 9),

bzw. £(s) = £(1 —s). Mit ((s) ist £(s) holomorph in der Halbebene Re[s] > 0 mit
Ausnahme von der einfachen Polstelle s = 1; wegen £(s) = £(1 — s) erhalten wir

Holomorphie auf ganz C mit Ausnahme von s = 1 und s = 0.

4.2. Das Hadamard-Produkt

Im ersten Kapitel haben wir Satze kennengelernt, die das Wachstum einer ganzen Funk-
tion endlicher Ordnung mit der Verteilung seiner Nullstellen verbindet. Wir zeigen hier,
dass die ganze Funktion s(1—s){(s) von Exponentialordnung 1 ist. Wegen der Darstel-

lung als Produkt iiber den Primzahlen

(=Tl

p
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hat das bemerkenswerte Konsequenzen fiir die Primzahlen selbst.

Sei &(s) = 77%/2T'(5/2)((s) die vervollstindigte Zeta-Funktion, sodass (s) = £(1—s).
Dann ist
£ (s) = s(1 = 5)¢(s)
eine ganze Funktion, deren Nullstellen genau die nicht-trivialen Nullstellen von ((s)
ausmachen (d.h. s # —2n, n € N), und die immer noch die Funktionalgleichung

§(l—s)=¢(s)
erfullt. Aulerdem ist
(1) = tin(1 - 9)6(s) = 721 (1/2) (1 = $)(5) = -1

und £*(0) = £*(1) = —1.

~ 3

Proposition 4.7. £*(s) ist eine ganze Funktion der Ordnung 1.

Zuerst ein Lemma:

Lemma 4.8. In der Halbebene Re[s] > 0 gilt

@1 =S B

Beweis. [Beweis von Lemma] Fiir Re[s] > 1 schreiben wir

@7 =1)¢(s) =2) (2n) " =D n*
=Y (-)/n.

Die Reihe $°%° ED konvergiert fiir Re[s] > 0 nach dem Leibnizkriterium und die

n=1 ns

Identitat gilt auch dort nach Identitatssatz. O]

Beweis. [Beweis von Proposition] Wegen £*(s) = £*(1—s) geniigt es, das Wachstum von
€*(s) in der Halbebene Re[s] > 1/2 zu untersuchen. Mit >~ | (_nls)n ist (217° — 1)((s)
beschrankt in Re[s] > 1/2; also wéchst |((s)| hochstens wie 2°. Das Wachstum von
I'(s/2) ist dort nach der Stirling-Formel gegeben: I'(s) ~ (s/e)® - y/2m/s. Insgesamt
erhalten wir

: ) o e ,
1%1_130 |§|1£% (B 0 fiir jedes A > 1;
Rels]>1/2
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d.h. & ist von Ordnung hochstens 1.

Andererseits gilt fiir jedes n € N:
¢(2n) =1

und damit

£(2n) = 2n(2n — DT(R)7~"¢(2n) > 4"7; 2 o o (%)”

sodass die Ordnung mindestens 1 ist. Also hat £* Ordnung genau 1. O]

Wegen der Funktionalgleichung £*(s) = £*(1 — s) ist die ganze Funktion

f(z):=&(1/2+1i2)

gerade. Damit ist f(y/z) eine wohldefinierte ganze Funktion der Ordnung 1/2, mit
Nullstellen genau in den Punkten 772, falls die nicht-trivialen Nullstellen von ¢(s) in der
Form

1
p:§:|:z'7'k, . € C

geschrieben werden. Ob die Zahlen 7, reell sind, ist die vielleicht groite offene Frage in
der Mathematik iiberhaupt:

Vermutung 4.9 (Riemann). Fiir jede nicht-triviale Nullstelle 1 + i7 von ((s)
gilt
T € R.

Das werden wir spater ausfiihrlicher besprechen.
Hier greift die Theorie der ganzen Funktionen endlicher Ordnung, und wir erhalten
sofort einige Korollare:

Korollar 4.10. ((s) hat unendlich viele nicht-trivialen Nullstellen. Alle liegen im
“kritischen Streifen” 0 < Re[s] < 1. Die Reihe

> ol
p

uber die nicht-trivialen Nullstellen divergiert fiir A < 1 und konvergiert fir A > 1.

Denn f(z) hat nichtganze Ordnung 1/2, und damit auch Konvergenzexponenten
genau 1/2 (vgl. Ubungsblatt 3).

Korollar 4.11. £*(s) besitzt die Produktentwicklung

(1/2+it) =C - H(1—ﬁ> teC.

Tk
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Korollar 4.12. Es gilt die Produktentwicklung von Riemann—Hadamard

s/2

((s) = SO0/ X C(pl;[zo (1—-s/p)(1—=s/p), s#1,0,—2n, neN.
Im[p]>0

Die Behauptung hier ist

—&(s)= ] (1=s/p)(1-s/p)
¢(p)=0
Im[p]>0

und das ist im Wesentlichen eine Umordnung von
k=1

Wegen der Identitét ((s) = ((5) kommen die nichttrivialen Nullstellen p, p tatsachlich in
komplex konjugierten Paaren vor (und Nullstellen, die nicht Realteil 1/2 haben, treten
zu viert auf: 1/2 £+ 47 und 1/2 +47). Es bleibt im Wesentlichen zu zeigen, dass ¢ keine
Nullstellen im reellen Intervall (0,1) besitzt, die gleich ihren komplex Konjugierten
wéaren. Das sieht man am Einfachsten mit der Darstellung

1 = (=1 1 11 1
_ SRS N GO NS S SO Y
n=1 —— N——
>0 >0
4.3. Die exakte Formel
Jetzt werden wir die Produktentwicklungen
1 /2 S
H — =((s) = - lim H <1——>, Rels] > 1
st 1—p s(s — DI'(s/2) N—oo o p
[Im[p]| <N

miteinander vergleichen um die linke Seite besser zu verstehen. Als Erstes bilden wir
logarithmische Ableitungen.

Auf der linken Seite haben wir % log(l—p~*)~ 1= lfips) = _1olg£;;)§5—3 und damit
! 1 —s S8 o0
= X = S sl = - A
C(S) pprim 1= p pprim n=1 n—1

mit der von Mangoldt-Funktion

Aln) = {log(p) . n=p"fiir ein k € N;
0: sonst.
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Auf der rechten Seite haben wir:

) _ pog (/) — é - %1/}(8/2) i 2 %

¢(s) s—1 Nooo & 8=p
[Tm[p]| <N
mit der Digamma-Funktion ¢ (s) = ?/((;)). Also:
Proposition 4.13. In der Halbebene Re[s] > 1 gilt
= » 1 1 1 , 1
— Y A(n)n~* =log(v/7) — ST o7 g¥(s/2)+ lim > .
=1 £(p)=0
—N<Im[p]<N

Die Reihe konnen wir als unbedingt konvergente Reihe wie folgt umschreiben. Da
die Nullstellen p und p immer paarweise auftreten, ist

v olooy Ll

i<y P octmplen PP

_ Z 2-Re[p].

2
0<Im[p]<N ’p’

Dabei ist 2 - Re[p] durch 2 beschrankt, und die Reihe )’ # konvergiert (weil ¢ die
Ordnung 1 hat), also existiert der Limes

Jn S

> <N P

Mit der Entwicklung

2 = S
I'(s/2) = ge_“*s/z H <1 + %> es/2n
n=1

und ihrer logarithmischen Ableitung

1 7 /1 1
st (o)

S0(s/2) = -

erhalten wir:

Korollar 4.14. Fur die Konstante

C = log(y/7) —l—%— Z

qgilt:




In der ersten Reihe wird tiber die trivialen Nullstellen von ((s) summiert; in der
zweiten iiber die nicht-trivialen.
Durch Einsetzen von s = 0 erhdlt man iibrigens C' = log(27) — 1.

Yo, A(n)n~* ist wieder eine Dirichlet-Reihe, liegt also im Bild der Laplace-Transformation:

—CI(S) = S ur

log(n)<t

Durch Invertieren der Laplace-Transformation (Perron-Formel) erhalten wir:

a+iT / s
3 A(n) / NGNS e>1, 2#1,2,3, ..
 2mi THOO v G(s) s

n<zx

fiir jedes @ > 1. Indem wir die Laplace-Transformation auf der rechten Seite invertieren,
erhalten wir:

Satz 4.15 (Exakte Formel von Riemann-von Mangoldt). Fir =z > 1,
v #1,2,3, ... gilt

7P
E A(n) =z —log (271’\/1—1/[)32) — lim g —.
N—o0 p
n<z £(p)=0
[Tm[p]| <N

Beweis. Im Prinzip invertieren wir die Laplace-Transformation einfach gliedweise.
Fiir a € C\{0} ist die Funktion ¢(s) := 1 (- + 1) auBerhalb von s = a holomorph,

S s—a

und besitzt die inverse Laplace-Transformation

1 a+iT st 1 1 at
— lim B(s)e’ ds = Res,—, (e_( —)) = e—, t >0, a > Relal.
2my T—oo f _ip s \s—a a a
AufBlerdem ist
1 a+1iT
— lim —eds =C" =log(2r) -1, t>0, a>0,
2mi T—oo Jo_ir S
und
1 a+iT est est .
St st( ): 1, >0, a>1.
2mi Toroo T s(s —1) Z - -1 ¢ “

we{0,1}

Wenn wir a hinreichend groB wéhlen, (etwa o = 2), dann erhalten wir zunéchst
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formal:

a+iT 1 st
Llim/ <(8)~6—d5

271 Tooo Jo_ir C(S) s

e9 e—2nt ePt
=log(2m) — '+ ) +Y —, t>0
~ 2n p P
t 1 —2t g
= —e' +log(2m) + 5 log(l—e)+» —.
p

p

In der Reihe gilt immer die Abschitzung |e”*| < e, weil Re[p] < 1. Die Reihe > p%
konvergiert allerdings eventuell nicht (zumindest nicht absolut). Um das zu verbessern,
schreiben wir die Nullstellen p und p zusammen: die Reihe

3 >: 3 2 - Re[p]

2
Im[p]>0 Im[p]>0 |p|

1 1
— + =
pp
konvergiert dann absolut, da 0 < Re[p] < 1 beschréankt ist. Wir diirfen dann Integral
und Reihe nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz vertauschen:

o0 1 et et
/ (—et+log(27r)+—log(1—6_2t)+ E —+T>6_Stdt
0 2 mpeo PP
m[p]>0
1 - 1 1 1 1 1 1
co- B () T (e e e
3_14_2 s+2n 2n +1[z]:>o s—p+p+s—ﬁ+ﬁ
n= m|p

= {'(s)/¢(s).

Also haben wir mit dieser Anordnung der nicht-trivialen Nullstellen p das richtige Urbild
unter £ gefunden:

S An) = E_l[_ C’(s)](t)

n<et C(S)
1 ert
— ot —2t
= e’ — log(2m) —§log(1—e ) — Z »
Im[p]>0
pt
=e' —log(2mV1 — e~2t) — lim Z e—, t>0.
N2 NLrmipjen P
Die Behauptung folgt mit der Substitution z = €'. O]

Auf der rechten Seite der exakten Formel haben wir, fiir jedes endliche N, eine
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differenzierbare Funktion mit der Ableitung

1
_ p—1
1+x—x3 Z x’

[mlp]| <N

in dem der Term I_lxd gegen 0 abklingt. Wenn wir die Nullstellen in der Form p = o+iw

schreiben, erhalten wir

Z Pt =2 Z 2177 cos(wlog(x)).

[Imp]| <N w<N

Auf der linken Seite haben wir andererseits eine Treppenfunktion, die bei Primzahlpoten-
zen p* um log(p) springt.

Grob zusammengefasst: die nicht-trivialen Nullstellen p = o+iw der Riemann’schen
Zetafunktion induzieren Schwingungen in der Verteilung der Funktion A und damit der
Primzahlen; dabei bestimmt
(i) das Imaginérteil w die Periode der Schwingung;

(ii) das Realteil o, wie schnell die Schwingung ausstirbt (wenn iiberhaupt: sie stirbt
genau dann aus, wenn o < 1).
Dieser Sachverhalt wird manchmall| die Musik der Primzahlen genannt.

Bemerkung 4.16. Das Obige kann man konkret machen: die ersten Nullstellen von
((s) kann man in der Tat approximieren anhand der ersten wenigen Primzahlenﬂ Dazu
schauen wir uns zuerst an, um welchen Faktor die Zahlen in der Primzahlfolge wachsen:
wenn wir nur 2,3,5,7 betrachten, dann haben %, g und % den Durchschnitt &~ 1, 52.
Wenn wir keine weiteren Primzahlen berticksichtigen und nur eine Riemann’sche Null-
stelle zur Verfligung hatten, um die Primzahlverteilung zu erkliren, dann héatte sie das

Imaginarteil
Tm|p] 2 15,006
W = 1m ~ —— R .
IS, 52) ~ 7

Die erste nicht-triviale Nullstelle ist eigentlich p ~ 0,5 + 14,1347...i. Da wir nur die
ersten vier (!) Primzahlen fiir diese Rechnung verwendet haben, ist diese Approximation
vielleicht doch nicht so schlecht.

Korollar 4.17. Angenommen, die Riemann’sche Vermutung ist wahr. Dann ist

> A(n) =z + R(x)

n<x

mit einem Fehlerterm, der R(x) = O(x'/?7¢) fiir jedes ¢ > 0 erfiillt.

1z.B. Marcus du Sautoy. Die Musik der Primzahlen: Auf den Spuren des gréfiten Ritsels der
Mathematik. Verlag C.H. Beck, Miinchen 2003

2Vgl. David Mumford, The lowest zeros of Riemann’s zeta are in front of your eyes, Blogeintrag
vom 30 Okt. 2014.

93



Allgemeiner: wenn ¢ keine Nullstellen in der Halbebene {s : Re[s] > a} fiir irgendein
a < 1 besitzt, so gilt

> A(n) =+ O(*")

n<x

fiir jedes € > 0.

Von Approximationen fiir A(n) kommt man schnell zu Approximationen fiir die
Primzahlzahlerfunktion

m(x) = #{p <z : pprim}.

Proposition 4.18. Angenommen, ¢ besitzt keine Nullstellen in der Halbebene
{s: Re[s] > a} fir eina < 1. Sei

_ codt
li(x) ::/2 ()

das logarithmische Integral. Dann gilt
m(x) = li(z) + R(x)

mit einem Fehlerterm, der R(x) = O(x**¢) fir jedes € > 0 erfillt.

Bewets. Wir beweisen das in zwei Schritten.

(i) In der Funktion
Y(@) =) Al)= ) ln(p)

n<zx k<g
p prim

werden auch Beitrage von Primzahlpotenzen mitgezahlt. Wenn wir nur iber

Primzahlen summieren,
V(x) = Z In(p),

Pz
p prim

so ist offenbar ¥(z) < ¢(x). Andererseits gilt

P(z) —d(z) < Z Z ln(\/E) <Vx- ln(\/f) . % _ O(:I:l/2+5)
i i
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fiir jedes € > 0.
(ii) Man schreibt 7(z) als Stieltjes-Integral,

)= S 2@ _ /2 ﬁdﬁ(t)

52, n(p)

mit der Treppenfunktion ¥(t) aus (i). Mit partieller Integration erhalten wir

: c1 . I(t) —t\|® TI(t) —t
=1 +/ —d(0(t) — t) = life) + (52 +/ dt
Mit (i) folgt 9(t) — t = O(t**¢) und damit
m(x) = li(z) + O(z**°). O
Bemerkung 4.19. Das logarithmische Integral li(z) = ; hj% kann man durch
partielle Integration in eine asymptotische Reihe entwickeln:
x Todt
li(x) = ——
@)= 5w +/2 (1)
- / T2y
CIn(z)  InP(z) Sy Ind(t)
__:E+x+2x++F(k)a:<:E)
7o In(z)  Wn*(z)  WP(x) T In(a) In* ()
fiir jedes k£ > 1. Insbesondere gilt auch die (schlechtere) Approximation g fiir 7(x).

4.4. Der Primzahlsatz

Es ist bis heute nicht mal bewiesen, dass die Nullstellen von ( in irgendeinem abgeschlosse-
nen Streifen ¢ < Re[p] < 1 — ¢ liegen.

Die Primzahlzéhlerfunktion verhélt sich dennoch asymptotisch wie li(x). Dieses
Ergebnis ist der Primzahlsatz. Wir skizzieren einen Beweis [’

Satz 4.20 (Hadamard, de la Vallée Poussin). ((s) besitzt keine Nullstellen auf
der senkrechten Gerade Re[s] = 1.

Der Clou in diesem merkwiirdigen Beweis ist die “Mertens-Ungleichung”

3+4cos(t) +cos(2t) =2 (1 +cos(t))* >0, teR

3Cf. J.E. Littlewood. The quickest proof of the prime number theorem. Acta Arith. 18 (1971),
83-86
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Beweis. Seit € R\{0} fest. Fiir jedes o > 1 schreiben wir

—) - >3

p prirn pprim n=1

In((o) = ln(

sowie

In|¢(o + it)] Z Re[z p_”(aﬂt} Z Z —p 7 cos(nt In(p)).

p prim pprim n= 1

Wir erhalten
In (<<a>3 [ +it)|* - [¢(o +2i0)])
Z Z —ne (3 + 4 cos(ntIn(p)) + cos(2nt ln(p))>

prim n=1 N ~ -

>0

> 0.

Damit gilt die Ungleichung

((0-1)¢(0)) | 9D (o 2it) = = (o)™ Ko+ IClo42i8) ) 2 ——.

Im Limes ¢ — 1 geht die rechte Seite der Ungleichung gegen oo. Andererseits bleiben
(0 —1)((0) und |{(o + 2it)| im Limes o0 — 1 beschrankt. Also muss

((o +it) ’

a—>1 o—1

gelten; aber dann kann s = 1 4 ¢t keine Nullstelle von ( gewesen sein. O]

Satz 4.21 (Primzahlsatz). Es gilt

.1
B 2 M) =

n<x

Mit den Uberlegungen im Abschnitt 4.3 folgt

lim #{Primzahlenp < z}

z—>00 z/In(x) =1

Beweis. Wir untersuchen die Funktion

= Z A(n)e ™
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und ihr Verhalten im Limes y — 0.

Mit dem Integral von Cahen—Mellin,

1 [3/2+ic
-y — F —S d
= omi L (s)y~*ds,
folgt
f: ) 1 [3/2+ic0 i W) ) 1 [3/2+ico : )C/(S)
Aln)e™ = — An)I(s)(ny) °ds = —— ['(s y *ds.
n=1 2mi 3/2—ico 2me 3/2—ic0 C(S)

Die Vertauschung von Reihe und Integral ist mit dem Satz von Fubini erlaubt, weil das
Integral am Ende absolut konvergiert: ('(s)/((s) ist als Dirichlet-Reihe auf s = 3/24iR
beschrankt, und

T(3/2+it)|2 = |1/2 + it|2[0(1/2 + it)|? = |1/2 + ]2 ——
/2 + 0 = |L/2+ #PILA/2 +B) = |12+ it - s

ist im Limes ¢ — £o00 exponentiell abklingend.

Im Integral diirfen wir y = 0 nicht einsetzen, da y in y~* zu einer Potenz mit
negativem Realteil vorkommt. Deswegen verschieben wir den Integrationsweg auf die

Gerade —1/2 + iR. Dazu brauchen wir folgende Eigenschaften:

(1) Auch auf der Geraden —1/2 + iR ist F(s)%/((;))yﬂ absolut integrierbar fiir jedes
y > 0. Dazu verwendet man die Funktionalgleichung

C/(l_s)——o T ) _ @ an(ms
Ti=s 1g<2)+F(s) 2t (ms/2) +

und das schnelle Abklingen von I'(s).

¢'(s)
¢(s)

(2) Man findet eine Folge T}, — oo, sodass ('(s)/((s) auf den Geradestiicken o +iTy,
—1/2 < 0 < 3/2 holomorph und langsam wéchst:

C/(O' + ZTk))

sup ) — O(Ty).

—1/2<0<3/2

Dazu verwendet man die Darstellung

¢'(s) 11 1 . 1
) log(v/7) — P 5@/}(3/2) + lim Z -
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—1/2 + T}, ’ 3/2 + iTy

—1/2 — iT}, S |3/2—iTy

Figur 4.2: Verschiebung des Integrationswegs

Mit dem Residuensatz im Limes k& — oo erhalten wir

3/2+ic0 /(s

3/2—ioo ¢(s)
—1/2+ic0 "(s) _, . "(s) _,
- /1/2ioo He )CQ((S)) dorem azo:lpReSsa <F(S)%y )
—1/2+ic0 "(s) _, . ( =
— /1/2ioo (s )E_((S)) ds + 27i - (C = + ZF )

wobei p die nicht-trivialen Nullstellen von ((s) durchlauft.

Im Limes y — 0 ist das verbleibende Integral beschrankt. Wir erhalten

iA(n) Zy’T , y—0.
n=1 ¢(p)=

Da Re[p] = 1 nicht vorkommt, ist

Z An)e™ ~y= ', y—0.
n=1

Mit dem Taubersatz von Hardy-Littlewood folgt > _ A(n) ~ z.
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5. Elliptische Funktionen

5.1. Ein Spielbeispiel

5.1.1. Der Arkussinus

Wir untersuchen das indefinite Integral

[
—dz

1—22
aus Sicht der Funktionentheorie. Da der Integrand die einfache Stammfunktion arcsin(z)

besitzt, wird das Folgende bestimmt tibertrieben wirken. Die Methode wird sich aber
auch auf die interessanteren elliptischen Integrale ibertragen.

Der Nenner /1 — z2 definiert keine holomorphe Funktion auf ganz C, sondern
hochstens auf dem Intervallkomplement C\[—1, 1].

Um /1 — 22 wirklich dort zu konstruieren, geniigt es, einen Zweig von /1 — 1/22 auf
C\{z € R: |z| > 1} zu finden. Dazu schreibt man

V1-1/22=/1—-1/z-y/1+1/z

mit einem Zweig von /1 — 1/z auf der geschlitzten Ebene C\{z € R : =z > 1} und
einem Zweig von /1 + 1/z auf der anderen geschlitzten Ebene C\{zx € R: x < —1}.

Die Funktion v/1 — 22 ist eindeutig bestimmt, wenn wir lim,_,,, Im[v/1 — %] = 400
voraussetzen.

Das Problem von Verzweigungsschnitt verschwindet aber, wenn wir den Graphen
X ={(z,w) € C*: 22 +w* =1}
definieren und die Funktion
f:X—C, flzy,w)=w

anstelle von v/1 — 22 betrachten. (X nennt man Riemannsche Flache von /1 — 22.)
Die Menge X enthélt zwei Kopien von C\[—1, 1], und zwar die Teilmengen

U, ={(z,V1—2%): 2 C\[-1,1]},
U_={(z,—V1-22): ze C\|-1,1]}.
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(a) Positives Blatt (b) Negatives Blatt

Figur 5.1: Visualisierung der Funktion \/1;_7 = i auf X. Die Farbe beschreibt das kom-
plexe Argument. Links wird die Funktion auf dem positiven Blatt U, dargestellt (bzw.
der positive Zweig von /1 — 22 wird verwendet), rechts auf dem negativen Blatt U_.
Beim Durchgang durch den Verzweigungsschnitt wird zum anderen Blatt ibergangen.

Diese zwei Bldtter von X werden entlang des Verzweigungsschnitts “aneinander gek-
lebt”.

Ein geschlossener Weg in X entspricht einem geschlossenen Weg in C\{%1}, auf
dem die Wurzel /1 — 22 im Anfangs- und Endpunkt denselben Zweig annimmt.

Y

Figur 5.2: Drei geschlossene Wege in X (schwarz, blau, griin). Der Verzweigungsschnitt
ist in Rot dargestellt. Die gestrichelten Teilwege verlaufen im negativen Blatt.

Sei nun ¢y € X ein beliebiger Anfangspunkt.

Das Integral

t 1 tdz
I(t) = - dz = —
(t) /tf_zzz /tow

ist nicht wohldefiniert! Mit anderen Worten: es hangt von der Wahl von einem Weg
v in X von ¢y nach ¢ ab.
Allerdings ist der Wert von I(t) auch nicht v6llig beliebig:
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Lemma 5.1. Sei v ein geschlossener Weg in X. Dann gilt

/dz / dz cor.7
et S -7
y W vy V1—22

Mit anderen Worten: fiir jedes t ist (t) = ftz \/1+7 dz in C/(27Z) wohldefiniert.

Beweis. Der Beweis wird etwas skizzenhaft.

Sei ty der Anfangs- (und End-)punkt von v und 0.B.d.A. liege t im positiven Blatt. Wir
definieren kleine Kreise oy, . um z = —1 und z = +1 im positiven Blatt, die nicht den
Verzweigungsschnitt durchqueren, sondern dort anfangen und enden (vgl. Abbildung),
und im negativen Blatt analog die Kreise - um z = —1 und f_ um z = +1.

o

At B+

Figur 5.3: Kreise im positiven Blatt

Jeder geschlossene Weg von £, nach ¢y ist in X homotop zu einer Verkettung von
den folgenden Wegen:
(1) Beginne mit ¢y, fahre entlang dem Kreis .y oder (3, durch den Verzweigungsschnitt,
und zuriick zum entsprechenden Punkt ¢, im negativen Blatt.
(2) Beginne mit #,, fahre entlang dem Kreis o oder 3_, durch den Verzweigungsschnitt,
und zuriick zu t.

o .
S, DA

2 B, B-

Figur 5.4: Geschlossene Wege in der Fliche X = {(z,w) € C?>: 2? + w? = 1}. Hier ist
t € {to, %0}
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Fiir die Integrale von <= gelten die Relationen

/ / dZ dz__ dz
/3+w7

da sich die Funktion w = £+v/1 — 22 dort nur um den Faktor +1 unterscheidet. Damit

erhalten wir: d q d
/_Z:N.(/ _Z+/ )
v W o W B W

flir ein N € Z.

A

(o

Y

/)
)

Figur 5.5: fa+ ‘l'f,g,

Das Integral (f, + [, 5 )52 berechnen wir jetzt auf zwei Weisen:

(1) Wir lassen den Integrationsweg auf den Geradenabschnitt von 1 nach —1, gefolgt
durch den Geradenabschnitt von —1 nach 1, zusammenfallen. Dabei nimmt /1 — 22 auf
dem ersten Geradenabschnitt seine negative Wurzel an, und auf dem zweiten Abschnitt
die positive Wurzel. Wir erhalten

1 1 1 1
7{ / +/ _dtZQ/ RN
V1— 22 1—t2 V1 —¢2 1 V11—t

(2) Setze z = 1/w und verwende Residuensatz. Der transformierte Integrationsweg ist
eine einfache Schleife um w = 0:

:2ﬂi-Res(;‘w:0): 2T _ or O

dz dw
7{\/1—732_7{10\/102—1 wvw?2 — 1
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5.1.2. Periodische Funktionen

Die “Stammfunktion” LZ \/11_7 dz ist also keine wohldefinierte holomorphe Funktion:
man kann sie hochstens als Funktion

X — C/(272)

auffassen.

Es ist naheliegend zu versuchen, die inverse Funktion zu bilden: das heifit, eine
Funktion f(w) durch

w

fw) 1
/ L =
W Vil
zu definieren. Oder aquivalent: eine Losung der Differentialgleichung
fllw) =1 = f(w)?  f(0) =to, to € C\{£1}.

(N.B. Fiir tg = +1 ist v/1 —w? in der Nihe von w = tg nicht stetig, und die {iblichen Ein-
deutigkeitssitze greifen nichtED

Aus der Mehrdeutigkeit von [ \/% modulo 27 wird dadurch die herkommliche
Funktionalgleichung

flw+2m) = fw);

insbesondere ist jede Losung f der Differentialgleichung

automatisch periodisch mit Periode 27.
Die Zahl

2 2 / 1 ! d
™= —=dz
1V 1-— 22
heiBt entsprechend Periode der mehrwertigen Funktion [ \/ld—_z7, oder auch Periode der

Kurve w? + 2% = 1.

Wir versuchen nicht, die Wohldefiniertheit von f(w) direkt zu begriinden. Stattdessen
werden wir
(1) periodische holomorphe Funktionen allgemein untersuchen;
(2) unter diesen Funktionen eine Losung der Differentialgleichung finden.

Jede holomorphe periodische Funktion kann als holomorphe Funktion der Variablen
e* geschrieben werden:

!Wir erhalten in der Tat neben f(w) = % cos(w) die trivialen Lésungen f(w) = 1.
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Proposition 5.2. Sei S = S, ={r+iy € C: a <y < B} ein horizontaler
Streifen in C und f : S — C holomorph und 2w-periodisch: f(z + 27) = f(z).
Dann existiert genau eine im Kreisring

A={zeC: eP <|z| <e™}
holomorphe Funktion F mat

f(z) = F(e%), z€8.

Beweis. Fir z € A mit z ¢ R definieren wir

F(z) = f(—i- Log(2))-

Das ist wohldefiniert, denn fiir z € A liegt —i-Log(z) im Streifen S. Nach Konstruktion
gilt, fiir jedes z € S,

F(e”) = f( — - Log(eiz)) = f( —i-(iz + 27m'n)) = f(z + 2mn)

fiir ein n € Z. Da f periodisch ist, folgt f(z) = F(e%).

Die Funktion F' ist auBerhalb von R<y holomorph. Sie ist in R« stetig, denn Log(z)
kann in R<( nur um 27 springen und f ist periodisch mit Periode 2. Die Holomorphie
von F iiberall folgt als Spezialfall von dem folgenden Lemma. O

Lemma 5.3. Sei U C C ein Kreis und ¢ ein Gerade, der U nichttrivial schneidet.
Ist f : U — C stetig und f auf U\L holomorph, dann ist f auf ganz U holomorph.

Beweis. U\l zerféllt in zwei Zusammenhangskomponente, genannt U; und U,. Nach
der Cauchy’schen Integralformel gilt

1[G dz:{f(w)z w € Uy
0:

21t Jou, 2 —w w € Us;

sowie

1 (2) F 0: w € Uy;
T fw): weUs.

2T Joy, Z — W

Also gilt
1 (2)

21t Joy 2 —w

dz = f(w), we U UUs.

Da beide Seiten dieser Gleichung in w € U stetig sind, gilt die Gleichung iiberall in U.
Aber 7= §..; 12 4 ist eine holomorphe Funktion von w. O

zZ—w
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Indem wir die Laurent-Entwicklung von F auf dem Kreisring e™# < |z] < e

einsetzen, erhalten wir:

Satz 5.4. Sei S =S, ={v+iy € C: a<y < B} ein horizontaler Streifen in
C und f : S — C holomorph und periodisch mit f(z + 2m) = f(z). Dann ist f
durch eine lokal gleichmdf$ig konvergierende Fourier-Rethe gegeben:

f(z) = Z ane™.

neL

Die Fourier-Koeffizienten sind durch das Integral

1 z+4+2m

ap = —
2m J,

fw)e™™ dw

fur beliebiges z € S gegeben.

Beweis. Schreibe F(z) =) _, a,2". Die Koeffizienten sind durch die Laurent-Formel
bestimmt:

1 1 [ . . ,
= 5 F(2)z"tdz = %/0 Fle7 ettt qp 2= o <r < B

el=e=
Mit F(e**) = f(z) ist das Integral also

1 2T ) ) 42w )

— / f(t A4 ir)e ) qt = / f(w)e ™™ dw.
2m 0 ir

Das Integral fZZHW f(w)e™™ dw ist eine holomorphe Funktion von z € S, die auf der
imagindren Achsenschnitt z = ir, o < r < 8 konstant a,, ist. Nach dem Identitatssatz
ist f;Hﬂ fw)e ™ dw = a, fir alle z € S. O

Kommen wir zurtick zum eigentlichen Problem. Wir suchen Losungen der Differen-
tialgleichung
flw)? =1~ fw)™
Wenn wir in dieser Gleichung Ableitungen ziehen, dann erhalten wir

2f"(w) f"(w) = =2f (w) f'(w),

bzw. (falls f nicht-konstant ist)

Nach Einsetzen der Fourier-Reihe f(z) =3, _, a,e™* und einem Koeffizientenvergleich
erhalten wir na,, = a,. Damit gilt a, = 0 falls n # +1, d.h. f(z) hat die Form

f(2) = Ae”* + Be™**
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mit zu bestimmenden Konstanten A, B. Da f/(z) = iAe”* — iBe ", folgt
f(2)? + f'(2)? = 4AB,

also B = 1/(4A).
Zum Invertieren des Integrals [ \/f—fj verlangen wir den Anfangswert f(0) = 0, also
A =+, und erhalten

In der Tat gilt (mit einem geeigneten Zweig von /1 — t?)

sin(z) dt
o VI-£

z, |z| hinreichend klein.

5.2. Elliptische Integrale

Jetzt, da wir unser Spielbeispiel [ \/1+7 dz besser verstehen, sind wir bereit, elliptische
Integrale zu untersuchen.

Definition 5.5. Ein elliptisches Integral ist ein (definites oder indefinites)
Integral der Form

[ RV

wobei R eine rationale Funktion und p(z) ein Polynom vom Grad 3 oder 4 ohne
mehrfache Nullstellen bezeichen.

Einige elementare Integrale sind in dieser Definition mitenthalten. Unter anderem
soll die Wurzel in einem nichttrivialen elliptischen Integral tatsachlich vorkommen, d.h.
die rationale Funktion R(z,y) miisste zumindest ungerade Potenzen von y enthalten. H

Der Name kommt daher, dass elliptische Integrale bei der Berechnung der Bo-

genlénge einer Ellipse auftreten. Die Gleichung
22 P

ﬁ—f—ﬁ:l, 0<b<a,

beschreibt eine Ellipse mit Hauptachse der Lange 2a und Nebenachse der Lange 20,
und der Umfang dieser Kurve ist

da- E(k), k:=+/1—0b%/a?
wobei E(k) das vollstdndige Integral 2. Art bezeichnet:

1 — k222

1 — 22

2Auch das ist nicht hinreichend. Z.B. besitzt j:;i%l die triviale Stammfunktion % 23 — 1.
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Der Integrand in einem elliptischen Integral ist immer auf einer zweimal geschlitzten
Ebene holomorph. Die Schlitzen kann man so wahlen, dass zwei Paaren von Nullstellen
von p (falls grad p = 4) oder ein Nullstellenpaar miteinander und die dritte Nullstelle
mit oo (falls grad p = 3) verbunden werden, vgl. Figur.

Y- Y-
TM
0 1 x 0 1 l T
[
A A
Figur 5.6: Maximale Holomorphiebereiche fiir ————— bzw. L . Die
2(z2—1)(z—A) V2(z=1)(z= ) (z— )

roten Strecken werden ausgenommen.

Im Folgenden betrachten wir speziell das elliptische Integral 1. Art:

0< k<l

/ dz

V(1 —22)(1— k222)

Der Integrand wird traditionell als holomorphe Funktion auf dem Gebiet
{z€eC: z¢ (—o0,—1/k|U[1/k,00)}

aufgefasst. Um die Werte des Integrals zu verstehen, miissen wir zuerst die moglichen
Werte auf geschlossenen Kurven untersuchen.
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~1/k -1

—e

[ ]
—_
~
o
S

Wreell Wimag

Figur 5.7: Zwei Perioden des elliptischen Integrals 1. Art. Gestrichelte Wege verlaufen
im negativen Blatt.

Offenbar kann man eine Schleife in D um das Intervall [—1, 1] ziehen (blau). Das
Integral ergibt sich zu

dz ! dt ' dt
el 7{ N L VOO0 - k) 4/0 V- B ee)

das ist die reelle Periode.

Ein anderes Integral erhalt man, indem man eine Schleife betrachtet, die durch beide
Schnitten verlauft (griin). Beim Ubergang durch den Schnitt wechselt sich den Wurzelzweig
von /(1 — 22)(1 — k222). Indem wir hierfiir den Integrationsweg auf die reelle Achse
zusammenfallen lassen, erhalten wir den Wert

- % dz _, /l/k dt
el ya=aa-e2) T - -ee)
Dabei ist zu beachten, dass der Integrand ———-—— im Intervall [1,1/k] rein-

(1—12)(1—k212)
imaginér ist. (Ob der Imaginérteil positiv oder negativ ist, hangt davon ab, wie man
vorher den Zweig im Wurzel gewéhlt hat!) Entsprechend heifit wiy., die imaginére
Periode.

Mit Jacobis “imaginédre Transformation”

1 2
P L E"*w dw

N pyeme) 1202

wobei k' durch
(K)Y?=1-k und0 <k <1

bestimmt ist, schreibt sich die imaginare Periode wie folgt um:

t w

L/k d ! d
imas = 2/1 VA2 k) 2Z/0 VI = w?) (1= k2w?)
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Also gilt:
Wreell = 4. K(k>, Wimag = 21 - K(kl)

! dt
k) = /0 VA2 ke

das vollstandige elliptische Integral 1. Art.

Hier bezeichnet

5.3. Elliptische Funktionen

Ahnlich wie fir f dz_ versuchen wir, eine Stammfunktion von ——-—— zu in-
V=22 ’ (1—22)(1—k222)

vertieren: das heifit, eine holomorphe (oder zumindest meromorphe) Funktion f = f(z; k)
zu finden mit

f(z:k) dt

o VI-B)1-ke)
. . dt
Wegen der Mehrdeutigkeit von [ NEEEE)
wesentlich verschiedene Perioden besitzen:
[z 4+ wreem; k) = f(z:k) und  f(2 + Wimag; k) = f(2; k).

Es stellt sich die Frage, ob Funktionen mit mehreren Perioden iiberhaupt existieren.

muss eine solche Funktion f(z; k) zwei

5.3.1. Perioden und Gitter

Definition 5.6. Sei f : C — C eine meromorphe Funktion.
Die Gruppe der Perioden von f ist

Per(f)={w e C: f(z+w) = f(2)}.

Lemma 5.7. Fir jede nicht-konstante meromorphe Funktion ist Per(f) eine
diskrete und abgeschlossene Untergruppe der additiven Gruppe C.

Beweis. Falls wy,wy € Per(f), dann gilt

P+ @r ) = F((+w0) +wa) = Fla+ 1) = (2),

also auch wy + wy € Per(f).
Zu jedem z € C kann man die meromorphe Funktion

F,:C—C=CU{o0}, wr f(z+w)— f(2)

definieren. Dann ist Per(f) = (,.c F~ ' ({0}) ein Durchschnitt von Nullstellenmengen
meromorpher Funktionen, die alle diskret und abgeschlossen sind. Damit ist Per(f)
selbst diskret und abgeschlossen. O]
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Die moglichen Periodengruppen einer meromorphen Funktion f sind durch das fol-
gende Lemma stark eingeschrankt: mit seiner Hilfe sieht man schnell, dass viele Unter-
gruppen von C, die infrage kdmen, nicht abgeschlossen sind.

~ 3

Lemma 5.8 (Jacobi). Seien a,b,c € C\{0}. Dann gilt:

inf |la + mb + nc| = 0.
{m,ne”Z
(£7m7n)#(07070)

Beweis. Angenommen, die Behauptung wére falsch. Dann finden wir ein § > 0 mit
|la +mb+nc| >0 fur alle ¢, m,n € Z, ({,m,n) # (0,0,0).
Dann gilt aber auch
(6 —Na+ (m —m"o+ (n—n')c| > ¢

fiir jede zwei verschiedene Tupeln (¢,m,n) und (¢',m’,n') € Z3. Fir jedes N € N
betrachten wir die (2N + 1)3 — 1 verschiedene Punkte

{la+mb+nc: —N <l ,m,n<N, ({,m,n)+#(0,0,0)},

die alle mindestens den Abstand ¢ voneinander haben und auflerdem (wegen der
Dreiecksungleichung) im Kreis

{z € C: |z| <3N -max{lal,|b],|c|} =: 3N)\}

liegen. Wir haben also (2N + 1)* — 1 disjunkte Kreise vom Radius 6/2, die in einem
Kreis vom Radius 3N\ + 6 ohne Uberlappen passen. Fiir hinreichend groies IV erhélt
man durch Flachenvergleich einen Widerspruch. O]

Korollar 5.9. Fur eine diskrete, abgeschlossene Untergruppe G < C trifft genau eine
der folgenden Aussagen zu:

(i) G ={0};
(1)) G =Zw = { w : X € Z} mit einem Element w € C\{0};
(111) G = Zw, ® Zws, also

G = {mw; +nwy : m,n € Z},

mit wy,ws # 0, und in diesem Fall ist auflerdem T := wy/wy nicht reell.

Die Gruppen im Fall (iii) heien Gitter und werden bei uns meistens mit L (engl.
lattice) bezeichnet.
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Beweis. Angenommen, G # {0}. Da G abgeschlossen ist, muss nach Jacobis Lemma
in jeder Menge der Form

{ta+mb+nc: {,mneZ}, abceG\{0}

der Wert 0 wirklich angenommen werden; insbesondere miissen a, b, ¢ iiber dem Korper
Q linear abhangig sein.
Damit ist G eine torsionsfreie abelsche Gruppe von Rang hochstens 2. Nach dem
Struktursatz fir endlich erzeugte abelsche Gruppen gilt entweder G = Z (Fall (ii)) oder
G = Z? (Fall (iii)). Im Fall (iii) kann 7 := wo/w; nicht reell sein, denn: wire 7 € R,
dann definieren wir

a:=wi, b:=wsy, c:=1w.

Mit Jacobis Lemma folgt:

2

inf la+mb+ne| = |w]* inf <|€ + mr|* + n2) =0,
£mnel (‘€$m»n)7é(07070)

(¢;m,n)#(0,0,0)

und damit inf (g,)200) [(+m7|* = 0 und 0 € G\{0}, d.h. G ist nicht abgeschlossen. [

Umgekehrt ist jede Untergruppe der Form (i)-(iii) tatsichlich diskret und abgeschlossen.

Da Gitter genau die moglichen Periodengruppen meromorpher Funktionen sind, die
zwei unabhéngige Perioden enthalten, ist folgende Definition naheliegend:

Definition 5.10. Sei L < C ein Gitter. Eine nichtkonstante elliptische Funk-
tion mit Periodengitter L ist eine meromorphe Funktion f : C — C mit

Per(f) = L.

Ein Gitter L ist also ein freier Z-Untermodul von C vom Rang 2, und fiir wy,ws € L
gilt
L = Zwy & Zwy < wy,ws ist eine Basis von L.
Zwei andere Elemente

Wi = awy + bwy,  why = cwy +dwy, a,b,c,d € Z

bilden genau dann eine Basis von L, wenn die Basiswechselmatrix (CCL Z) zu GLo(Z)

gehort, d.h. wenn ad — bc = +1.

Definition 5.11. Sei L < C ein Gitter mit Basis w;,ws. Die Grundmasche
von L bzgl. der Basis wq,ws ist

P={aw; +bwy: 0<a<1l 0<b<1}.
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P ist das Parallelogramm mit Eckpunkten 0, wy, ws, wy + wo.

Figur 5.8: Grundmasche eines Gitters.

Jede Grundmasche P eines Gitters L ist ein Fundamentalbereich fiir die Operation
von L auf C durch Translationen. Das heifit:

Lemma 5.12. Sei P Grundmasche des Gitters L. Zu jedem z € C existiert ein
eindeutiges Gitterelement w € L mit

z—we€ P

Beweis. Seien 0,w;,ws,w; + we die Eckpunkte von P. Da wy/w; nicht reell ist, ist
{w1,ws} eine R-basis von C. Schreiben wir

z = \wi + )\2&)2, )\17 Ay € R,

dann mussen wir
w = L)\lj -wi + LAQJ * W9

setzen. O]

5.3.2. Die Liouville’schen Satze
Sei L < C ein Gitter.

Es stellt sich heraus, dass nicht-konstante elliptische Funktionen mit Periodengit-
ter L immer existieren. Mit einer geschickten Anwendung des Residuensatzes kann
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man allerdings starke Einschrankungen fiir elliptischen Funktionen herleiten. Es gelten
namlich die vier Satze von Liouville.

Satz 5.13 (1. Satz von Liouville). Jede holomorphe elliptische Funktion f ist
konstant.

Beweis. Sei P eine Grundmasche von L. Als stetige Funktion ist f auf dem Kompaktum
P beschrankt:
|f(2)] < C fiir z € P.

Fiir ein beliebiges z € C finden wir ein Gitterelement w € L mit 2 —w € P. Da w eine
Periode von f ist, gilt auch

[f) = 1f(z-w)] < C.

Damit ist f eine beschrankte ganze Funktion, also konstant. O

Satz 5.14 (2. Satz von Liouville). Sei f eine elliptische Funktion. Dann gilt

Fiir [w] € C/L wahlen wir beliebige Vertreter w € C. Das Residuum héngt nicht
von w ab, denn aus

flz+w)=f(z), wel

folgt
ordy o, (f) = ord,(f) sowie Resyiw(f) = Resy(f).

In der Tat sind alle Koeffizienten in den Laurent-Reihen von f um w und w + w gleich:

Z a, 2" = flw+2)=flw+w+z2) = Z a,z", |z| hinreichend klein.

n->>—0oo nz>>—oo

Beweis. Sei wq,ws eine Basis von L mit Grundmasche P, und wahle u € C so, dass der
Rand von uw + P keine Polstellen von f enthalt. Mit P enthalt auch u + P genau einen
Vertreter aus jeder Nebenklasse von C/L.
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U + Wa

/ :

U+ W1

U+ Wy + Wy

Figur 5.9: Integrationsweg

Wir verwenden den Residuensatz und erhalten

u+twi u+twi+wsa U+wo u
:/ f(z) dz+/ f(2) dz+/ f(z)dz+ f(z)dz

+w1 +witwsz Utz

u+wi u+twa
:/ f(z)—f(z+wz)dz—/ f(z2) = flz +wi)dz,

wobei das Vorzeichen von der Orientierung der Gitterbasis {w;, w2} abhéngt. Die Inte-
granden in den letzten Integralen sind konstant 0, da f elliptisch ist. O]

Beispiel 5.15. Wir betrachten wieder das Beispiel von Abschnitt 5.2. Es wird sich
herausstellen, dass das Inversionsproblem

[
V(1 —2)(1 - k22)
durch eine elliptische Funktion f(z) = sn(z; k) zum Periodengitter
L= Z(v‘-)reell S Zwimag =7Z- 4K(k) S Z - 22K(k/)

in der Tat losbar ist. (Die Funktion sn(z;k) heifit sinus amplitudinis.) Wie jede
nichtkonstante elliptische Funktion muss sn(z; k) Pole besitzen: die Polstellen von

sn(z; k) sind genau die moglichen Werte von fooo m, integriert liber einem

Weg von 0 nach oco. Zwei solche Werte

"0 dt Wreell — Wimag N
Jo /(1 —12)(1 — k22 2 (%) )

und

7\”1111;12, _ 7/.]\»</"/>

o dt
/ Ji-ma e 2
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sind in der Figur abgebildet:

Y
® L L 4 L T
—1/k -1 X 1/k x
\ II 1
\
7 —3Wimag
o .
Wreell Wimag
. . . o0
Figur 5.10: Zwei Werte fiir | di

v/ (1—t2)(1—k2t2)

Die Funktion sn(z;k) besitzt zwei einfache Pole modulo dem Periodengitter L:
namlich in den Punkten

§wimag + L und Ewimag + §wreell + L.

Nach dem 2. Satz von Liouville sind die Residuen in diesen Polen jeweils das Negative
voneinander.

® ° ® ° [] ° ® ° ®
Wimag
® ° [} ° ] ° [ ° [}
0 Wreell
® ° ® ° ] ° ® ° ®
® ° ® ° ] ° ® ° ®

Figur 5.11: Polstellen des sinus amplitudinis sn(z; k).

Der dritte Satz von Liouville ist eigentlich nur ein Korollar von dem zweiten Satz:
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Satz 5.16 (3. Satz von Liouville). Sei f eine elliptische Funktion. Fiir jedes

a € C gilt
Z ord,(f —a) =0.
[w]eC/L

Mit anderen Worten, (solange man mit Vielfachheiten z&hlt), die Anzahl der Pole
von f modulo L ist gleich der Anzahl der a-Stellen von f fiir jedes a € C. (Insbesondere
nimmt eine nicht-konstante elliptische Funktion jedes Wert in C an.) Diese Anzahl
nennt man die Ordnung von f € K(L).

Beweis. Definiere

G
g(z) == ) —a € K(L).

Dann ist Res,,(g) = ord,,(f — a). Die Behauptung folgt aus dem 2. Satz von Liouville.
[l

Satz 5.17 (4. Satz von Liouville). Sei f eine elliptische Funktion. Dann gilt

> ordy(f) - [w] =0€C/L.

[w]eC/L

Mit anderen Worten: wenn aq, ..., ay und by, ..., by jeweils Vertretersysteme der Null-
bzw. Polstellen von f modulo L (mit Vielfachheit) durchlaufen, dann gilt

a,+..+ay=b;+..+by modlL.

Nach dem 3. Satz von Liouville steht auf linker und rechter Seite die gleiche Anzahl N.

Beweis. Wir gehen wie im Beweis vom 2. Satz von Liouville vor, integrieren aber die
Funktion z’;( )) anstelle von f(z) iiber dem Rand des Periodenparallelogramms u + OP.
Sei dazu u so gewéhlt, dass u + 0P weder Null- noch Polstellen von f enthélt. Dann

ist

+ 2mi - Z ord, (f) - w

i
= /u“ i (fol((j; — (2 + wy f/ ji:; >dz /uu - (z“;/((;) — (z+w1)f/iz++wc:1)) dz

:m[mﬁaw—wfmég
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Nach der Integralformel von Cauchy ist ﬁ fuwwl ];:((;)) dz =: n; eine ganze Zahl (und

zwar die Umlaufzahl der geschlossenen Kurve

0,1] = C, t— f(u+ tw)

um den Punkt 0). Analog ist 5= fouer ’;((Zz)) dz =: ny € Z. Also gilt

Z ord, (f) - w = £(njwy + nows) € L. O

weu+P

5.4. Die Weierstrafl3’sche elliptische Funktion

5.4.1. Konstruktion einer elliptischen Funktion

Nach den 1. und 2. Séatzen von Liouville kann es weder eine holomorphe elliptis-
che Funktion, noch eine elliptische Funktion mit lediglich einem einfachen Pol in C/L
geben. Die einfachste Funktion, die alle Einschrankungen der Satze von Liouville
erfiillen wiirde, ware eine elliptische Funktion der Ordnung 2 mit doppelten Nullstellen
genau in den Gitterpunkten, alle mit Residuum 0.

Solche Funktionen wurden von Weierstral konstruiert. Die Idee besteht darin,
elliptische Funktionen als Gitterpunktsummen der Form ), f(z—w) zu konstruieren.
Wir brauchen dazu ein Lemma:

Lemma 5.18. .

jw[*
w€eL
w#0

konvergiert genau dann, wenn \ > 2.

Beweis. Sei w,w, eine Basis von L. Auf R? definieren wir eine Norm vermoge

(@, y)|| == |rw: + yws|.

Wegen Norméquivalenz in endlich-dimensionalen Vektorrdumen ist || - || zur £*°-Norm
|(z, )| := max{|z|, |y|} dquivalent; es gibt also Konstanten ¢, C' > 0 mit

c-max{|z|,|y|} < |rw +ywe| < C - max{|z|,|y|} fir allez,y € R.

Insbesondere konvergiert » uecr ﬁ genau dann, wenn die Reihe
w#0

) 1
o=, max(jm], [n])>

(m,n)#(0,0)
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konvergiert.  Fir jedes N € N gibt es genau 8N Paare (m,n) € Z? mit
max(|m|, |n|) = N. Damit haben wir die Umordnung

> — |m| e Zgz\fl A=8-¢(A—1),

m,neL
(m,n)#(0,0)

mit Konvergenz genau dann, wenn A > 2. O

Definition 5.19. Die Weierstraf’sche @-Funktion mit Periodengitter L ist
die meromorphe Funktion

o) =5+ (=05~ 23)

w€eL
w#0

Hier ist — der fiihrende Taylor-Koeffizient von ﬁ um 2z = 0: die Reihe ist

nach der Vorschrlft vom Satz von Mittag-Leffler konstruiert. Zur (absoluten, lokal
gleichméBigen) Konvergenz schreibt man

1 I 1 2(2-z2/w)

(z—w)? W W (1—z/w)?

Die Reihe kann man ohne viel Mithe durch ) ,er ﬁ majorisieren.
w#0

Proposition 5.20. Die Weierstrafi’sche o-Funktion ist eine gerade elliptische
Funktion der Ordnung 2 mit doppelten Polen genau in den Gitterpunkten w € L.

Beweis. Nach dem Satz von Mittag-Leffler kann man die Polen von @(z) sofort von der
definierenden Reihe ablesen. p(z) ist gerade, denn die Substitution w — —w liefert

1 1 1
p(=2) = e > (m - E> = p(2).
weL
w#0
Wir miissen zeigen, dass g elliptisch ist.

Sei A € L\{0}, ohne Einschrankung mit A ¢ L. Durch die Substitution w — w + X
ordnen wir die Reihe p(z + A) um, und erhalten
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sowie

1 1 1 1 1
@(2)—22+(Z+/\)2_/\2+ Z ((z—w)2_w2)'
Damit hangt die Differenz

o+ N -9 = X (- o)

nicht von z ab. In z = £)/2 ist p holomorph, und
P(=A/2+ ) — p(=A/2) = p(A/2) — p(=X/2) =0,
da p gerade ist. Also ist p(z + \) = p(2) fiir alle z. O

Als gerade Funktion besitzt (z) eine Laurentreihenentwicklung um z = 0 von der
Form

1
o(z) = = + ag + ap2® + ag2* + ..

Da die Reihe > wer ﬁ — — verschwindet, ist der konstante Term in der Laurenten-
w#0
twicklung 0:
1
p(z) = = +ag2® 4 ag2t + ...
Korollar 5.21. Die Funktion

o'(z)=—-2) ﬁ

ist eine ungerade elliptische Funktion der Ordnung 3 mit dreifachen Polen genau in den
Gitterpunkten w € L, und einfachen Nullstellen genau in den Halbgitterpunkten

AeCmitA¢ L, 2\ € L.

Beweis. Mit @ ist @' auch elliptisch, mit Polen der Ordnung 3 genau in den Gitter-
punkten. Da p gerade ist, ist p’ ungerade.
Seien wq,ws eine Basis von L. Dann ist ¢’ in den Punkten

w1 /2, we/2, w3/2 := (w1 + wq)/2
holomorph, und aus
' (wi/2) = —p'(—wi/2) = —p'(—wi/2 + w;) = —p(wi/2)
folgt ¢'(w;/2) = 0. Nach dem 3. Satz von Liouville kann es keine weiteren Nullstellen

geben. O]
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Die hoheren Ableitungen sind dhnlich einfache Reihen:

oB(2) = (~1) Gk + 1)1 S m

weL

©®)(2) ist eine elliptische Funktion der Ordnung k + 2, deren Polen genau in den
Gitterpunkten w € L liegen, mit Laurentwicklung

k (=D*(k+1)! (k42
welL

w#0

Das fiihrt zu der vollstdndigen Laurent-Entwicklung von @(z):

7~

Proposition 5.22. In einer punktierten Umgebung von z =0 gilt

1 = 1
—2+Z 2]€—|—1 G2k+22 = ;+3G422+5G624+...
k=1

Dabei sind Gy, (k > 4 gerade) die Eisensteinreihen

1
weL w
w#0

Beweis. In der Laurent-Entwicklung einer geraden Funktion kommen nur gerade Ex-
ponenten vor. Der Koeffizient von 2%* in p(2) ist (Qk), mal konstanter Term von

d? 1 - (2k +1)!
(90 = ) =0 — .

5.4.2. Die Weierstraf3-Gleichung

Sei L wie immer ein Periodengitter und @ die zugehorige Weierstral’sche elliptische
Funktion. Fir eine feste Gitterbasis wy,ws von L definieren wir die Halbperioden-
Werte

e1 1= p(w1/2), ez = p(w2/2), ez := p((w1 + w2)/2).

Lemma 5.23. Die Werte ey, eq, €3 sind paarweise verschieden, und die Punkte
w;i/2 sind doppelte Nullstellen der elliptischen Funktionen o(z) — e;. Fir jeden
Wert A € C, X # ey, eq, e3 besitzt p(z) — A genau zwei einfache Nullstellen modulo
L.
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Beweis. w;/2 ist Nullstelle von p(z)—e; nach Definition. Nach dem 3. Satz von Liouville
besitzt p(z) — e; zwel Nullstellen in der Grundmasche P, und nach dem 4. Satz von
Liouville ist die Summe der Nullstellen ein Gitterelement. Damit muss p(z) — e; eine
doppelte Nullstelle in w;/2 und keine anderen Nullstellen in P haben. Insbesondere
sind ey, eq, €3 paarweise verschieden (wenn e; = e;, dann wére auch w;/2 Nullstelle von
p(z) — ).

Umgekehrt: hat p(z) — A eine doppelte Nullstelle w € P, dann folgt aus dem 4. Satz
von Liouville 2w € L, also w € {w;/2,ws/2, (w1 + w2)/2} und A € {eq, ea, €3} O

Satz 5.24 (Weierstraf-Gleichung). ©(z) erfillt die Weierstrafi’sche Differential-
gleichung

¢'(2)" =4 (p(2) — e1)(p(2) — e2)(p(2) — €3)
= 49(2)* — g20(2) — g3,

mit gy := 60G, und g3 := 140Gg.

Erinnerung: fiir & > 4 gerade ist Gy, = Y Jwer w~* die Eisensteinreihe.
w#0

Beweis. (i) Die elliptische Funktion

f(z) =4 (p(2) = er)(p(2) = e2)(p(2) — es)

hat nur Pole 6. Ordnung in den Gitterpunkten und doppelten Nullstellen in den Hal-
bgitterpunkten w; /2, i = 1,2,3. Damit ist
f
©'(2)?

eine ganze elliptische Funktion, also (nach dem 1. Satz von Liouville) konstant.
Um z = 0 haben p(z) und ¢'(z) die Hauptteile

1

2

2
p(z2) = 5 +0Q), ¢'z)=-3+0Q),
sodass die Laurententwicklung von —-L— um 0
©'(2)
4/2% + ...

p'(2)2 4/25+ ..
beginnt. Die Konstante ﬁ muss also 1 sein.
(ii)) Nach (i) geniigt @(z) auf jeden Fall einer Differentialgleichung der Form
©'(2)* = 4p(2)3 + Ap(2)? + Bp(z) + C mit geeigneten Ausdriicken A, B, C in ey, ey, €3.
Setzen wir die Laurententwicklung

1
o(z) = 2 + 3G42? + 5Gg2* + O(2°)
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ein, so ist

©'(2)? — 4p(2)°
4 4G 4 366G

- <; -= 180G, + O(zQ)) - (E + 1 160G + 0(22)>

_6254 — 140G + O(2?).

Ein Koeffizientenvergleich mit Ap(z)* + Bp(z) + C liefert A = 0, B = —60G, und

]

Wir konnen damit die ersten elliptischen Integrale (zumindest theoretisch) berech-
nen:

Korollar 5.25. Sei p ein kubisches Polynom der Form

p(X) =4X° — g2 X — gs.

Sei L das Gitter der Perioden von f \/‘k‘é_):
p(x

dz
L= {7{— . 7y geschlossene Kurve}
v V/D(2)

und o(z; L) = @(z) die zugehorige Weierstraf’sche o-Funktion. Dann gilt im Kreis
|Z| < minweL\{o} |0J|/2 :

p(z;L) 1
/ dox = +z.
o0 p(z)

(Das Vorzeichen £ héngt vom Zweig \/p(x) ab.)

Beweis. Die Substitution x = @(z) transformiert

L 9B g)ds
OV Ee)

in dz

mundz:()inx:oo.
p(x

5.5. Die j-Invariante

Mit dem Korollar 5.25 konnen wir elliptische Integrale der Form

dx
\/(95 —e1)(r —eg)(z — e3)
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fiir komplexe Zahlen eq, €9, €3 mit e; + e + e3 = 0 invertieren. Das wollen wir jetzt auf

beliebige Integrale
dx

\/(55 —ay)(z — a)(z — a3) (7 — )

oder noch allgemeiner

/R(:c,y) dr, ¥’ =(z— 1)z —ag)(x —a3)(z — ay), R € C(z,y)

iibertragen. Die Idee besteht darin, eine geeignete Substitution der Form

ar +b
T —
cr +d
im obigen Integral zu verwenden. Hier ist M = (Z Z) € GLy(C) und die zugehorige

Mobius-Transformation bezeichnen wir mit

az+0b
= M - z.
om(2) ot d oder z

5.5.1. Das Doppelverhaltnis

Lemma 5.26. Zu drei paarweise verschiedenen Punkten wq,ws, w3 € C qibt es
eine eindeutige Mobius-Transformation @ mat

p(wy) =00, p(we) =0, @(ws)=1.

Beweis. Wir betrachten zuerst den allgemeinen Fall wq, wy, w3 # oo. Eine Mobius-
Transformation ¢(z) = % erfiillt p(w;) = oo und p(wy) = 0 genau dann, wenn sie
von der Form ¢(z) = A-Z=22 mit A € Cist. Durch ¢(w;3) = 1 ist die Funktion eindeutig

bestimmt:
(wy — ws) w2 —2

p(z) =

Die Formel bleibt auch richtig, wenn eine der Zahlen w; gleich oo ist; in diesem Fall ist
die Formel so zu verstehen, dass sich die Faktoren im Zahler und im Nenner, in denen
w; vorkommt, gegenseitig autheben. O

(wy —w3) wy — 2

Dadurch wird folgende Definition motiviert:

Definition A5.27 . Fiir eine Tupel (zi, 29,23, 24) vier paarweise verschiedener
Punkten in C = CU {oo} ist das Doppelverhaltnis

(21 — 23) (22 — 24)
(21— 24)(22 — 23)°

[217 2925 %3, Z4] =
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Mit anderen Worten: wenn die Mobius-Transformation ¢ die Punkte 21, 29, 23 jeweils
auf oo, 0 bzw. 1 abbildet, dann ist das Doppelverhéltnis [z, 29; 23, 24] genau das Bild
¢©(z4). Aus dieser Sicht sieht man ohne viel Miihe, dass das Doppelverhéltnis selbst
unter Mobius-Transformationen invariant bleibt:

Lemma 5.28. Seien zi, 29, 23, 24 vier paarweise verschiedene Punkte in C und
sei o eine Mobius-Transformation. Dann gilt

[p(21), ©(22); p(23), p(24)] = [21, 225 23, 24]-

Beweis. Sei 1 die Mobius-Transformation, die (21, 29, 23) auf (00,0, 1) abbildet. Dann
ist 1 o ¢~ die Mobius-Transformation, die (p(21), ¢(22), ¢(23)) auf (oo, 0, 1) abbildet.
Wir erhalten

[o(21), 0(22); 0(23), p(2a)] = Yo @™} <<P(Z4)> = YP(21) = [21, 22; 23, 24]. O

Korollar 5.29. Sei A\ = [21, 20; 23, 24] ein Doppelverhdltnis. Die Umordnungen der
Tupel (21, 2o, 23, 24) haben die Doppelverhiltnisse

1 1 A oA—1
/\’X’l_)\’l—)\’)\—l’ A

Unter den Umordnung kommt tibrigens jeder Term in der obigen Liste genau 4-
mal vor. Der Stabilisator, d.h. die Untergruppe von S, die das Doppelverhaltnis A
respektiert, wird Klein’sche Vierergruppe V, genannt.

Abstrakt gesehen ist V, die abelsche Gruppe Z/2Z x Z/27.
Unter Verkettung (als Funktionen von \) bilden die sechs Funktionen

1 1 AoA—1
X’l_)\’l—A’A—l’ A

A,

inbesondere eine Gruppe G: die sogenannte anharmonische Gruppe

G~S,/Vy =S,

Beweis. Nach dem Lemma diirfen wir 0.B.d.A. annehmen,
21=00, 29=0, 23=1, z4 = A

fir ein A € C\{0, 1}. Die Doppelverhéltnisse der Umordnungen von (oo, 0, 1, \) rechnet
man einfach aus. O
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5.5.2. Die j-Invariante

Definition 5.30. Sei {21, 29, 23, 24} eine Menge vier paarweise verschiedener
Zahlen in C und sei A = [z1, 29; 23, z4|. Die j-Invariante der Menge ist

, 1 1 A2 (A—1)

_ o7 . 2 )2

j=2 <3+>\ +—/\2+(1 >\)+(1_/\)2+(/\_1)2+ 32 )
1— X4 A3

:28—(

X2(1— N2

Die Zweierpotenz in der Definition von j erkldren wir im nachsten Kapitel. Die j-
Invariante ist wohldefiniert, d.h. unabhangig von der Reihenfolge, da bei einer Umord-

nung von zi, 29, 23, 24 die Terme A, %, 1— )\, -, 2 2L nur permutiert werden.

T1-X7 A=17 A

Lemma 5.31. Seien A = {z1, 29, 23, 24} und B = {wy, wo, w3, ws} zwei Mengen
vier paarweise verschiedener Zahlen in C. Dann sind aquivalent:

(i) Es existiert eine Mobius- Transformation ¢, die A auf B abbildet;

(i) A und B haben die gleiche j-Invariante.

Beweis. Im Beweis brauchen wir etwas Algebra.

Nach einem obigen Lemma existiert eine Mobius-Transformation, die z; auf w; abbildet,
genau dann, wenn (21, 22, 23, 24) und (w, we, w3, wy) dasselbe Doppelverhéltnis A haben.
Wir behaupten, dass

1 1 AA—1
[wlaw2;w3vw4]€{)‘7X’1_>\’1_)\’)\_17 A }

. . . . 1—X+)22)3 .
genau dann, wenn die j-Invariante von {w;, ws, w3, w,} gleich 28ﬁ ist.

Die Behauptung ist dazu dquivalent, dass C(j) genau der Fixkorper C(\) der
anharmonischen Gruppe

1 1 AA—1
1 !
A A 1-XA—=1" )\

als Automorphismengruppe von C(A) ist. Aus der Galois-Theorie weiff man:
C(\)/C(N)¢ ist eine Korpererweiterung von Grad

[C(N) : C(N)°] = [Gal(C(1)/C(N)F)| = |G| =6.

G:{)\,

Andererseits ist
C(A) € CN < ),
und A\ ist Wurzel vom Polynom
25(1 - X + X2 —j - X?(1 - X)? € C(H)[X]
von Grad 6. Darum muss schon C(\)¢ = C(j) gelten. O
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Jetzt kommen wir zum Hauptergebnis:

Satz 5.32. Seien A = {Oél,OéQ,a/g,Oq}A und B = {B1, B2, B3, Ba} zwei Mengen
paarweise verschiedener Elemente aus C. Dann sind aquivalent:
(i) Die elliptischen Integrale

dz dw
V(@ —on)(z — o) (@ — a3)(x — ou)’ v (w = B)(w — B2)(w — B3)(w — Ba)

werden  (bis auf einen konstanten Vorfaktor t € C*) durch eine
Mobiustransformation

w = p(z)
ieinander uberfihrt;
(i1) Die Periodengitter L* = Zwi ® Zw3 und LB = ZwP ®Zw? sind bis auf einen
Vorfaktor gleich:

LB =t. LA = Ztw @ Ztwi mitt € C*;

(111) Die j-Invarianten von A und B stimmen tberein.

Wenn «; = oo oder §; = 00, soll nach Konvention der Faktor (x — ;) bzw. (y — 5;)
weggelassen werden.
Die j-Invariante der Menge {1, ag, a3, ay} nennen wir auch j-Invariante der Kurve

v = (2 —ar)(z — as)(z — az)(z — )
oder j-Invariante des Periodengitters:

j = j(whw?)‘

dz

z—oaz)(z—az)(r—aa)

Mit diesem Satz konnen wir elliptische Integrale der Form [ 7 T
T—aq

auf verschiedene Normalformen reduzieren:

1. Weierstra3-Normalform:

dx

/\/4(1’—61)(ZL‘—62)($—63):/\/4$3—dzg.’lf—g3

mit61+€2+6320.

Die Verzweigungspunkte sind oy = ey, ag = €9, a3 = ez und ay = oo. Das Dop-
pelverhaltnis ist

A = [e1, e9;€3,00] = a9 %
€9 — €3
und die j-Invariante ist
2. 2. .2\3 3
j = 864- it te) ;= 1728 2
(e1 — €2)%(e1 — e3)?(e2 — €3) 95 — 2793
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2. Legendre- oder Riemann-Normalform:

/ V(e —df)(x —\)

Die Verzweigungspunkte sind a; = oo, as = 0, a3 = 1, ay = A. Das Doppelverhéaltnis
ist A\, und die j-Invariante ist

1=+ 1?3

[ = 256 .
J N2(1—\)2

3. Jacobi-Normalform:

dz
/ Sl —py e Lol

Die Verzweigungspunkte sind ay = 1, as = 1/k, a3 = —1, ay = —1/k. Das Dop-
pelverhaltnis ist

4k
(k+1)2

A=[1,1/k;—1,—1/k] =

und die j-Invariante ist
(k* +14k*> +1)3

| =16 -

J (k2 — 1)
Beweis. (i) < (iii): Angenommen, es gibt es eine Mébiustransformation p(z) = %7
die A auf B abbildet. Wir behaupten, dass die Transformation w = ¢(z) das

Gewlinschte liefert.

Wir betrachten den Fall 8; = oo getrennt; seien zunéchst alle 5; # oo. Da

¢'(2) = (23;2)02, erhalten wir mit w = ¢(z)

dw _ dz
V(w = B)(w—Bo)(w—Ps)(w—Fs) /Plx)

mit einem Polynom P, dessen Nullstellen in den Punkten o; = o~ !(3;) liegen (mit

Ausnahme von oo, falls a; = co vorkommt). Das ist ein Vielfaches von G d)m "
r—aq)...(x—ay

Falls andererseits (0.B.d.A.) 84 = 00, so erhalten wir

dw _ dx
V(w—B1)(w—p)(w—ps)  /Pz)(cz +d)

mit einem Polynom P, dessen Nullstellen in den Punkten o; = ¢ 1(3;) liegen (wieder
mit Ausnahme von oo). Mit dem Faktor ¢z + d im Nenner erhalten wir die fehlende
Nullstelle in oy = —d/c = ¢~ (00).

Umgekehrt: wenn w = ¢(z) das Integral wie in (i) transformiert, dann muss ¢
notwendig die Menge A der Verzweigungspunkte auuf B abbildet. Nach Lemma sind
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dann die j-Invarianten von A und B gleich.

(i) = (ii): Falls

dw dz
/ N e R ey A Y ey e . —

mit der Mébiustransformation w = ¢(z), dann sind die Perioden durch

dw dx

 V/w—B)w — Bo)(w — Bs)(w — Br) t-}i_lw V(z—ar)(z — az)(z — a3)(z — au)

miteinander verbunden, d.h. L? =t . LA.

(ii) = (iii) Bis auf Mébiustransformationen diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass die
Integrale bereits in Weierstrafl-Normalform sind:

A= {6114?6124?6?700}’ B = {61B>6QB763Ba OO}

mit e + e +e5 =eB + el +ef =0.
Angenommen, fiir die Periodengitter gilt L? = ¢ - L. Wir vergleichen die Weier-
straf’schen g-Funktionen von L? und L“ miteinander:

1
B.
p(L7;t2) t22+z(tz’— )2 oﬂ)

welLlB
w#0

1 1 1
T 222 * ZA <(tz —tw)? t2w2>

Falls LA = Zw; @ Zws, so erhalten wir beim Einsetzen der Halbperioden z = w; /2
(sodass tz Halbperiode in L7 ist)

€1 (LB) = tfzel (LA), 62(LB) = tiQGQ(LA), €3<LB) = t72€3(LA).

Die Tupeln (e;(L4), eo(LA4), e3(L4), 00) und (t~2ey(LA), t2e5(L4), t2e3(L4), 00) haben
aber das gleiche Doppelverhaltnis und damit auch die gleiche j-Invariante. O]
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5.6. Der Korper der elliptischen Funktionen

Den vorhergehenden Abschnitt kann man so zusammenfassen: das Inversionsproblem
zu jedem elliptischen Integral der Form

dzx
———, P)=(x—o)(x —as)(z — a3)(x — a4
NG () = ( )( ) ) )

besitzt eine Losung der Form

ap(z) +b

o) = WAL
cp(z)+d

mit einer geeigneten Matrix bzw. Md&biustransformation <CCL Z) € GL3(C) und einer

geeigneten Weierstrafl’schen p-Funktion @(z).
Wir werden allgemeiner zeigen, dass man mit o bereits (mehr oder weniger) alle
elliptischen Funktionen kennt.

Sei L ein Gitter.

Lemma 5.33. Die elliptischen Funktionen mit Periodengitter L bilden einen
Zwischenkéorper K(L) in der Korpererweiterung M/C (dabei ist M der Korper
der meromorphen Funktionen auf C, und C der Korper der konstanten Funktio-
nen), die unter Ableitung abgeschlossen ist.

Beweis. Mit f,g € K(L) und f # 0 rechnet man nach, dass fir h = f+g, f-g, f ', f'
die Funktionalgleichung
h(z+w) =h(z), wel

immer noch erfullt ist. O]

Mit der Weierstraf-Funktion @(z) und ihre Ableitung ©'(z) haben wir bereits den
Korper der elliptischen Funktionen zu L erzeugt:

Satz 5.34. (i) Jede gerade elliptische Funktion ist eine rationale Funktion in p.
(i) Der Korper der elliptischen Funktionen ist

K(L) = C(p) @ ¢’ - C(p).
(111) Die Abbildung (X,Y) — (p,¢') definiert einen Kdrperisomorphismus
C(XOY]/(Y? - p(X)) = K(L)

mit dem Polynom p(X) = 4(X —e1)(X —e3)(X —e3).

Insbesondere ist K(L) genau der algebraische Abschlu8 von C(p).
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Beweis. (i) Sei f eine gerade elliptische Funktion. Seien mj,ms,ms € 2Z die Ord-
nungen von f in wy/2,ws/2,ws/2. (Diese Ordnungen miissen gerade sein, da f selbst
gerade ist: falls A € C mit 2\ € L, und f die Laurententwicklung

f)=an(z=—N"+ Z an(z — A", am #0

n>m

um z = A besitzt, so ist
f(2) = f(=2) = f(=2+2)) = (=1)"an(z = )™ = O(z = \)™*

und damit (—1)™ = 1.) Wir schreiben die anderen Nullstellen von f (mit Vielfach-
heiten) in der Form
+aq, ..., fay

sowie die anderen Polstellen von f in der Form
+0bq, ..., by
Nach Konstruktion ist

f(2) iy (0(2) = o(b)
(p(2) — e1)™2(p(z) — e2)™2(p(2) — es)™ 2 " [T, (p(2) — plas))

eine elliptische Funktion, die aulerhalb der Gitterpunkte weder Null- noch Polstelle
hat. Nach den Satzen von Liouville ist diese Funktion konstant.

(ii) Fiir eine ungerade elliptische Funktion f ist f/¢’ gerade und nach (i) in C(p)
enthalten. Allgemein zerlegen wir die elliptische Funktion f in der Form

f(2) + f(=2) | f(2) = f(=2)

f(z) = > + > € C(p) @ ¢ - Clp).
ge;gde ungz?ade

(iii) Wegen der Weierstra’schen Differentialgleichung liegt Y2 — p(X) im Kern des
Ringhomomorphismus

p: CX)Y] — K(L), (X,Y) e~ (p,6)

Der Kern von ¢ ist ein Primideal in C(X)[Y]. Da Y2 — p(X) irreduzibel ist (es kann
keine Nullstellen haben, weil grad p ungerade ist) und C(X)[Y] ein Hauptidealring ist,

erhalten wir
ker p = (Y2 — p(X)). O

Korollar 5.35. Fir jede zwei elliptische Funktionen f,g zum gleichen Periodengitter
existiert ein nicht-konstantes Polynom P(X,Y) € C[X,Y] mit

P(f,g) = 0.
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Insbesondere erfiillt jede elliptische Funktion f eine algebraische Differentialgle-
ichung der Form

P(f.f") =0.

Beweis. K(L) =~ C(X)[Y]/(Y?—p(X)) ist eine algebraische Erweiterung von C(X) und
damit vom Transzendenzgrad 1 iiber C. Damit miissen f und g algebraisch abhangig
sein. O

5.7. Additionssatze

Sei L ein Periodengitter und
p(X) :=4X3 — X — g3

das zugehorige Weierstraf3-Polynom.

Der Quotientenraum C/L kann man abstrakt als Torus auffassen: falls L die Basis
w1, ws hat, ist
C/L = (Rw; ® Ruwsy)/(Zw; & Zws) 2 R/Z x R/Z,

und R/Z ist via z — €™ homoomorph zum Kreis S ={z € C: |z| = 1}.

Mit den Satzen von Liouville sieht man, dass

(9.¢') : (C/L\{0} — {(z,y) € C*: y* = p(a)}

bijektiv ist (sogar biholomorph, wenn wir beide Seiten als Riemann’sche Flachen auf-
fassen). Durch Hinzufiigen von einem Punkt in co erhalten wir die bijektive Abbildung

(p,¢) : C/L = E :={oo} U{(z,y) € C*: y* = p(x)},

die C/L mit der elliptischen Kurve E identifiziert.
C/L ist aber eine Gruppe. Durch (g, ') erhalten wir eine Gruppenoperation auf
der Kurve E. Wie sieht sie aus?

Da die Gruppenoperation auf C/L einfach die Addition ist, geht es eigentlich nur
darum, eine Darstellung von p(z + w) als rationale Funktion in (p(z), ¢'(z)) und
(p(w), @' (w)) fiir z,w € C zu finden. Da p(z + w) selbst eine elliptische Funktion
ist (sowohl als Funktion von z bei festem w, als auch von w bei festem z) ist es zu-
mindest abstrakt klar, dass eine solche Darstellung existiert. Die explizite Darstellung
nennt man den Additionssatz fiir p(z).

Proposition 5.36. Seien a,b,c € C\L mit a+ b+ c € L. Dann gilt
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Mit anderen Worten: die Punkte (p(a), p'(a)), (p(b), ¢’ (b)) und (p(c), ¢'(c)) liegen
auf einer gemeinsamen Gerade in C2.

Beweis. Wir halten a,b fest (aber verschieden modulo L; sonst sind die ersten zwei
Spalten gleich, und die Determinante ist sowieso 0) und fassen die Determinante

1 1 1

det [ p(a) () p(z)
p'(a) ©'(b) ¢'(2)

als elliptische Funktion in der Variablen z auf. Sie besitzt genau einen Pol dritter
Ordnung modulo L in z = 0, und sie besitzt (einfache) Nullstellen in z = @ und z = b.
Nach dem 3. Satz von Liouville gibt es genau eine weitere Nullstelle ¢ modulo L, und
nach dem 4. Satz von Liouville ist sie durch

a+b+c=3-0=0 (mod L)

bestimmt. 0

Das Additionsgesetz auf der elliptischen Kurve F ist also wie folgt gegeben: fiir
verschiedene Punkte P, € E bildet man die eindeutige Gerade ¢ durch P und Q.
Diese Gerade schneidet £ in drei Punkten: P, @ und einen dritten Punkt, etwa (z,y).
(Der dritte Punkt kann auch oo sein!) Dann ist

P+Q:= (z,—y).
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P = (p(a),¢'(a)) (pla+b),¢'(a+b)=P+Q

Figur 5.12: Gruppengesetz auf der Kurve y? = 423 — gy — g3

Falls P und @ dieselbe Abszisse haben, ist P 4+ () = co. Falls P = (@), bildet man
stattdessen die Tangente ¢ zur Kurve in P.
Da 0 das neutrale Element in C/L ist, ist natiirlich oo = (p(0), ¢'(0)) das neutrale
Element auf E.

Eine explizite Formel fiir die Addition in F gibt der folgende Satz:

Satz 5.37. Seien z,w € C mit z,w,z +w ¢ L. Dann gilt

ol +u) = (22 - p(e) - pw).

Fir P = (z1,y1) und Q = (x9,y2) € E hat P + () also die Abszisse

1 yz—y1>2
T 4(332—331 (:L‘Q_l—xl).

Die Ordinate y ist dadurch bestimmt, dass (z1, 1), (22, y2) und (x, —y) auf einer gemein-
samen Gerade liegen.

133



Beweis. Sei w fest und 0.B.d.A w # 0,w;/2,ws/2,w3/2 modulo L. (Die Behauptung
folgt dann auch fiir diese w mit einem Stetigkeitsargument.)
Wir betrachten

1

f(z) = p(z+w)+ p(z) + p(w) — _(

: ¢'(2) = @’(W))2

p(2) — p(w)

als elliptische Funktion in der Variablen z. Dann hat f hochstens Pole in den Punkten
z = 0 oder z = +w modulo L. Wenn wir zeigen koénnen, dass sich die Hauptteile von
f um 0 und —w verschwinden, ist f nach dem 1. Satz von Liouville konstant.

Um 2z = 0 haben wir die Laurententwicklung

£(2) = (p(w) + 26/(w) + 0()) + (5 +0(E)) + plw)

3 1(—2/23 — o' (w) + O(z)>2
4\ 1/2% — p(w) + O(z?)

+2p(w) + ()7 + 0(2)) — (55 +8p(w) + 49/ (w)z + O(="))
),

und um z = —w das Hauptteil

e
=0(z

f(Z _w) — @(2> -+ p(z—w) == @(w) - }l(igz::ﬂu; : g/(il)u;)>2

= (+om) - i(__jg/(%))jg((j?)))z

_ (i +0(1)) - i(% +0(1)) = 0(1),

2
sodass weder z = 0 noch z = —w ein Pol von f(z) ist. Dann ist f eine ganze elliptische
Funktion, also konstant. Da f(0) = 0, ist f identisch 0. ]

Korollar 5.38. Sei z ¢ $L. Dann gilt

o) = 1(53) - 2002

Beweis. Man bilde den Grenzwert z — w im Additionssatz fiir p(z + w). O

Korollar 5.39. Sei [ eine elliptische Funktion. Dann existiert ein nichttriviales Poly-
nom P € C[X,Y, Z] mit

P(f(z+w), f(2), f(w)) =0, z,w €T
Mit anderen Worten: auch fiir f(z) gilt ein Additionssatz.
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Beweis. Nach dem Additionssatz fiir p(z) ist der Korper

K= C(p(2), p(w), p(z + w))

vom Transzendenzgrad 2 iiber C. Da C(f, p) eine algebraische Erweiterung von C(p)
ist, ist auch

K(f(2), f(w), f(z + w))

eine algebraische Erweiterung von K. Damit hat auch C(f(z), f(w), f(z + w)) den
Transzendenzgrad 2 tiber C (solange f nicht konstant ist), sodass f(z + w), f(2), f(w)
iiber C algebraisch abhangig sein miissen. ]
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6. Modulformen

Zu jedem Gitter L C C haben wir die Weierstra3’sche p-Funktion

1 1 1
p(L,z):§+ Z ((z—w)Q_E)
weL\{0}

definiert.

Von jetzt an werden wir @ auch als Funktion von L ansehen. Die Menge der Tupeln
(w1,ws), die ein Gitter L = Zw, @ Zw, aufspannen, bildet eine offene Teilmenge € von
C? und die Funktion

o {(w,we,2) €QL xC: 2 ¢ Zw; & Zwy} — C

ist in jeder Variable (wenn die anderen zwei festgehalten werden) holomorph:

1 1 !
P(wi, wa; 2) = =t Z <(z — mwy — nwsy)? (mwy + nw2)2>'

m,neL
(m,n)#(0,0)

So kann man p(L; z) sinnvoll als Funktion von L holomorph nennen.

Damit sind aber auch mehrere andere Objekte, die bisher als Konstanten betrachtet
wurden aber eigentlich von L oder (wy,ws) abhéngen, wie etwa gs, g3 oder ey, e5, €3 oder
das Doppelverhaltnis A oder die j-Invariante, als holomorphe Funktionen zu verste-
hen. Solche Funktionen nennt man Modulformen und wir werden sie in diesem Kapitel
allgemeiner untersuchen.

6.1. Gitterfunktionen
H bezeichnet die obere Halbebene
H={r=x+iy: z,y e R: y >0}
Sei €2 der Raum

Q= {(wi,ws) €C*:  Zw; @ Zuw, ist ein Gitter und 7 := w; Jw, € H}.
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(Fiir ein Gitter ist wy/we immer nicht reell. Wir verlangen 7 € H damit Q zusam-
menhéngt. )
Als Vereinigung

o= | ({<w1,w2) € C?: Imfwi fws] > 0})
w1 €C\{0}

offener Mengen ist  selbst eine offene Teilmenge der C?.

Sei (w1, ws) € 2 und seien Uy, Uy Umgebungen von w; mit der Eigenschaft
Ul X {(JJQ}, {wl} X U2 - Q.
Eine Funktion
F:Q—C

nennt man holomorph im Punkt (w;,ws) € Q, falls die Funktionen
U1 —>C, w1|—>F(w1,w2)

und
Uy — C, Wy > F(wl,wg)

holomorph sind.

N.B. Nach einem Satz von Hartogsﬂ ist dieser Begriff dquivalent zum iiblichen
Begriff einer analytischen Funktion: um jeden Punkt in 2 gibt es eine offene Umgebung,
auf der F' durch seine Potenzreihe (in zwei Variablen) dargestellt wird. Insbesondere ist
F automatisch auch stetig und (total) differenzierbar. Wir gehen nicht weiter darauf
ein.

Definition 6.1. (i) Eine holomorphe Funktion F' : Q@ — C heifit Gitterfunk-
tion, wenn

Ly & Lwy = Ly ® Zwy =—> F(wy,ws) = F(w],ws).
(ii) Eine Gitterfunktion F' ist homogen vom Gewicht k, falls

F(twy, twy) = tFF(wy,wy) fiirt € CX, (wr,ws) € Q2.

Bemerkung 6.2. Schreibt man
Wi = awy + bwa, wh = cwy + dws,

so ist die Bedingung
Zwy ® Lwy = L, & Lws

lygl. Hérmander, An Introduction to Complex Analysis in Several Variables, Theorem 2.2.8
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dazu aquivalent, dass M = (CCL Z

Eintrige haben, eine ganzzahlige Inverse besitzen, und die Orientierung auf C = R?
respektieren (d.h. Determinante +1 und nicht —1 haben).

) € SLy(Z) liegt: M muss namlich ganzzahlige

Lemma 6.3. Die Abbildung
Fe f, f(r):=F(1)

st eine Bijektion zwischen den folgenden zwei Mengen:
(i) Homogene Gitterfunktionen F : Q — C vom Gewicht k;
(ii) Holomorphe Funktionen f :H — C, die den Funktionalgleichungen

f (m+b) — (er + d)*f(r), (‘c’ Z) € SLy(Z)

cT+d

genugen.

Hier ist H = {7 =2+ iy € C: y > 0} die obere Halbebene.

Beweis. (i) = (ii): Sei F' homogene Gitterfunktion. Dann gilt

at +b B k
F(m,l) = (et +d) -F(a7—|—b,c7’+d)

nach Homogenitat, sowie
F(ar+b,c¢+d> = F(1,1),

da Z7 ® Z und Z(at + b) @ Z(cT + d) das gleiche Gitter definieren.
(ii) = (i): Umgekehrt: gegeben f, muss die homogene Gitterfunktion F' durch

_ w _
P, 0) = w3 *F (22, 1) = w3 (/)
definiert werden. Fiir (CCL Z) € SLy(Z) erhélt man
F(aw; + bwa, cwy + dws)

B _k o Qw1 + bws
= (ow1 + duwy) f(cwl + dw2>

_ k(W1 = 7B 0
% (Cw2 +d> f(ci—é—l—d)
= wy ¥ f(w1/wa) = F(wi,ws),

d.h. F ist Gitterfunktion. Nach Konstruktion ist /' homogen vom Gewicht k. [l
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6.2. Der Fundamentalbereich

Fiir die Untersuchung von Funktionen f : H — C, die die Funktionalgleichungen

f (‘”“’) = (er +d)* f(7), (‘2 Z) € SLa(2)

ct +d

geniigen, miissen wir zuerst die Operation von SLy(Z) auf H besser verstehen.

Wir schreiben abkiirzend
[':=SLy(Z).

at+b a b
F.T_{CT+d. (C d)ESLQ(Z)}

die Bahn von 7 unter I'.

Fir 7 € H bezeichnet

Den Imaginarteil y von einem Punkt 7 = = 4 7y € H nennt man anschaulich auch
seine Hohe.

Zwei Matrizen in I wollen wir besonders hervorheben:

11
=0 1)

deren Mobiustransformation die Translation 7 — 7 + 1 ist, und

0 —1
=00,

deren Mobiustransformation die Spiegelung am Einheitskreis 7 +— —% ist.

Lemma 6.4. In jeder Bahn I - 7 bleibt die Hohe beschrankt.

Beweis. Sei 7 = x + iy € H beliebig. Fir M = (Z Z) rechnen wir

at +b at +b)(cT + d

Im[m’—l—d] e [( |c7')—£d|2 )]

_ Im[aMQ +bd+ (ad+bc)r  (ad — bc)z’y]
ler + d|? leT + d|?

_ad—bc
e a
_ Y
"~ ler +dJ?
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Erst in der letzten Gleichung verwenden wir (Z Z) € SLy(Z).

Die Hohe von M -7 ist also ﬁ. Wenn das grofer als y selbst sein soll, dann muss
c7+d sowohl in der diskreten Menge Z®Z als auch im Kompaktum {w € C: |w| < 1}
enthalten sein. Damit kann es nur endlich viele moglichen Werte fiir ¢r 4 d, also auch

endlich viele hoheren Hohen als y, in der Bahn I' - 7 geben. O

Satz 6.5. Die Menge
F={z+iyeH: -1/2<x<1/2, 2* +¢y*> 1}

hat die folgenden FEigenschaften: -

(i) Fir jedes T € H existiert ein M € I' mit M -7 € F;

(ii) Falls T,w € F und M € T existieren mit M - 7 = w, dann gilt T = w und
M = +1.

F nennt man Standard-Fundamentalbereich fur T.

)

Sl

SSRGS WS LDNGAAT Y DAL T Y DN N

1 0 1

Figur 6.1: Fundamentalbereich der Modulgruppe. (Bild von Wikipedia)

Beweis. (i) Sei 7 € H fest und sei w € I' - 7, ein Punkt, der unter allen Punkten der
Bahn I' - 7 die maximale Hohe hat. (Nach Lemma existiert ein solches w.) Da

Im[w]
jw]?

muss |w|? > 1 gelten. Sobald wir eine passende Translation

Im[w] > Im[S - w] =

Tb:(é 11))27"—>T+b, beZ
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anwenden, landet w in F.

a b
c d
Einschréankung gelte Im[w] > Im[7] (sonst vertauschen wir die Rollen von w und
T=M"1 w).

(ii)SeiT:m+iy€fundM:< >€Fmitw:M-TE.7:. Ohne

Falls ¢ # 0, gilt

Y (0 1
y < Tmfu] ler +d|> ~ Im[er +d]* %y

Da Im[r] in F mindestens v/3/2 ist, folgt
V3 1 2

A | R
5 < m|w] 02y<02\/§’

also |c| < Z= und damit ¢ = £1. Aber aus y < folgt

|£7 +cl|2
1> |£7+dP > |7 > 1;
Widerspruch.
Also muss ¢ = 0 sein. Da (8 z> ganzzahlig ist und Determinante 1 hat, gilt
a=d==+1. Da
z+b=Re[w] € (-1/2,1/2) und z € (—1/2,1/2),

muss b = 0 sein, d.h. M = +1.
O

Korollar 6.6. Die Modulgruppe I' wird von S = <(1) _01> und T = (é D erzeugt.
Jede Mobiustransformation
N +b a b cT
7— ——
cr+d’ c d
kann also als Verkettung von Kreisspiegelungen 7 +— —% und Translationen 7+ 7 + 1
geschrieben werden. Insbesondere werden alle Funktionalgleichungen

f (‘””’) = (cr+d)* f(7), (Z Z) €T

ct+d

bereits von den zwei Funktionalgleichungen
1
f (—;) =75f(r) und f(r+1) = f(7)
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impliziert.

Beweis. Sei G < I' die Untergruppe, die von S und T erzeugt wird (N.B. G enthalt
(_01 _01> = 5?), sei M €T eine beliebige Matrix und w € F ein beliebiger Punkt.
Wir schreiben w* := M - w. Sei

T=r+iy=N-w" €G- -w"

ein Punkt von maximaler Hohe in der Bahn von w* unter G. Wegen

folgt |7| > 1; und nach einer Translation erreichen wir 0.B.d.A. 7 € F. Dat €T -w
mit w € F, muss sogar 7 € F sein. Es gilt also

T=N-w"'=(NM) -weF.

Aus der Fundamentalbereich-Eigenschaft folgt M N = 41, also M = £N € G. m

Der Beweis ist eigentlich konstruktiv und ergibt einen Algorithmus, Elemente M € I’
durch die Erzeuger S und 7" darzustellen:
(i) Sei oy := M - 00 = 2.
(ii) Falls a; = oo (d.h. ¢ = 0), dann ist M bereits von der Form +7° mit b € Z. Sonst
kann man b; € Z zu w addieren, sodass fiir das Bild % gilt |d'| < e.

(iii) Wir betrachten jetzt
c
g 1= S - (Oél +bl) = ——.

a/
Falls @/ = 0, so ist oo = (ST%) - a; = (ST"M) - 0o und deswegen ST*'M = +£T"
mit by € Z. Sonst addieren wir eine Zahl by € Z zu —;, sodass der neue Zahler
betragsmassig kleiner als der Nenner o ist.
Der Nenner wird in jedem Schritt kleiner und wird irgendwann 0, sodass wir nach
endlich vielen Schritten einen Ausdruck der Form

ST ST =1 ST . M

finden, der oo auf oo abbildet und selbst bis auf 4 eine Potenz von T' sein muss. Das
Minuszeichen entfernt man ggf. durch Multiplizieren mit S? = —1I.
N.B. Der Ausdruck ist nicht eindeutig!
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6.3. Modulformen

6.3.1. Modulformen

Fiir die Matrix T = <(1) }) lautet die Funktionalgleichung

() =t

einfach f(r + 1) = f(7). Damit besitzt fiir jede homogene Gitterfunktion F' (von
irgendeinem Gewicht) die Funktion

f(r) = F(r,1)
eine Fourier-Entwicklung:
f(r) = Z an,e*™ . a, € C.

Definition 6.7. Eine Modulform (zur vollen Modulgruppe SLs(Z)) von
Gewicht k ist eine holomorphe Funktion f : H — C mit den Eigenschaften:
(i) f(r) = F(r,1) fiir eine homogene Gitterfunktion F' von Gewicht k:

f (“T“’) — (cr + )} f(7), (Z Z) € SLy(Z);

et +d

(ii) Die Fourier-Entwicklung von f lduft nur tiber positive Exponenten:

f(T) — i ane27rin7"

n=0

Fiir die Fourier-Entwicklung verwendet man oft die Notation

f(T) = Z ang"
n=0

mit der Variablen g = e2™7,

Wir nennen f schwache Modulform, falls ihre Fourier-Entwicklung stattdessen nur

die Form .
f(T) = Z anqn

besitzt. FEine schwache Modulform von Gewicht 0 heifit Modulfunktion.
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Andererseits nennen wir f Spitzenform, wenn der konstante Term der Fourier-
Entwicklung nicht auftritt: wenn also

0
f(T) _ Zane27rm7"
n=1

Bedingung (ii) ist eine Wachstumsbedingung im Limes Im[7] — oo: sie ist dquivalent
dazu, dass der Limes

ag = lim f(x +iy)
y—>00

existiert. In der Auffassung als Gitterfunktion beschreibt Bedingung (ii) das Wachstum
von f(wy,ws), wenn L = Zwy @ Zw, gegen eine eindimensionale diskrete Untergruppe
von C tendiert, d.h. wenn 7 = w; /w, einer Zahl aus QU{oo} annéhert - die sogennanten
Spitzen.

(Visuell sind das wirklich Spitzen in den Bildern von F unter SLy(Z), vgl. Figur 6.1.)
Eine Spitzenform ist also eine Modulform, die in alle Spitzen verschwindet.

Bemerkung 6.8. (i) Fir Modulformen f,g vom gleichen Gewicht k ist auch jede
Linearkombination

af +pBg, a,peC

wieder eine Modulform von Gewicht &£. Die Modulformen von Gewicht k bilden einen
Vektorraum
My, = {Modulformen f von Gewicht k;}

(ii) Fir f € My, und g € M, ist das Produkt fg eine Modulform von Gewicht & + ¢:
My, - My © My

Damit hat die Menge aller Modulformen
M, = P My
k

die Struktur von einem graduierten Ring.

Bemerkung 6.9. Da der Ausdruck

a7’—|—b>

(o + d)ikf(CT +d

ziemlich oft vorkommt, verwendet man die abkiirzende Schreibweise:

flar=er ety (), (2 1)

Das ist der Petersson’sche Strichoperator. Fiir die zugehorige Funktion F': Q) — C auf
dem Raum der Gitter ist

f‘kM(T) = F(ar +b,cT + d).
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Einige Finschrankungen an das Gewicht erhalt man schnell.

Proposition 6.10. (i) Jede Modulform von ungeradem Gewicht verschwindet
tdentisch.

(11) Jede Modulform von negativem Gewicht verschwindet identisch.

(1i1) Jede Modulform von Gewicht 0 ist konstant.

Beweis. (i) Die Funktionalgleichung unter —I = <_01 _01) lautet

(i), (iii) Sei f eine Modulform von Gewicht —k mit £ > 0. Wir schreiben 7 = z 41y
und betrachten die (nicht-holomorphe) Funktion

Fo) =150 = o e

Diese Funktion ist invariant unter jeder Mobiustransformation 7 — 42 <? d> , denn:

cT+d’

aus .

aT + . k

/ (CT + d> = {er +d) 7 f(7)

und

I [aT + b] B Y

et +dl leT + d|?

folgt

sfar+b\ et +d|7F|f(0)]
f<c7'+d)— leT + d|~Fyk/2 = /(-

Im Fundamentalbereich F ist jede Modulform beschrénkt (das ist genau die Bedin-
gung, dass die Fourier-Entwicklung nur aus nichtnegativen Exponenten besteht). Da
k > 0, ist auch /2 und damit f(7) dort beschréinkt. Weil f(7) unter SLy(Z) invariant
ist, ist f (1) sogar auf ganz H beschrankt: etwa

fOl=y2lf(n)I<C, rel

Fur die Fourier-Koeffizienten a,, in

f(T) — i an€27rz'n7

n=0
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erhalten wir
1+iy )
o =| [ sy ar
0+iy

1
< [ 1+ il s
0

1
< C/ yk/2e—27rny dx
0

—C - yk:/2e—27rny.

Dabei ist y > 0 beliebig und C von y unabhéngig. Im Limes y — 0 erhalten wir

lim y*/2%e
y—0

—omny _ J1: k=0undn=0;
0: sonst;

d.h. alle Fourier-Koeffizienten von f verschwinden (auer dem konstanten Term im Fall
k=0). O

6.3.2. Eisensteinreihen

Die einfachsten Beispiele fiir Modulformen sind die Eisensteinreihen G (7). Diese
zugehorigen Gitterfunktionen
1
Gi(L) =) oF

w€eL
w#0

haben wir bereits in der Laurent-Entwicklung von p gesehen:

[e.e]

1
o(z) = = + Z(Qk + 1)Gopp22.
k=1

Proposition 6.11. Fur gerades k > 4 ist Gy eine Modulform von Gewicht k.
Die Fourier-Entwicklung von Gy (T) ist

- (2mi)k & :
Gr(1) = 2¢(k) + M Z op_1(n)q", q=e*""".

Dabei ist op—1(n) = > 4, d*=1 die Summe der (k — 1)-ten Potenzen der Teiler
von n € N.
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Beweis. Die absolute Konvergenz von GG;, haben wir bereits gesehen. Mit L = Zw;®Zws
ist ]
#(L) b, w2) Z (mwy + nws)k
m,n€EL
(m,n)#(0,0)
holomorphe Gitterfunktion, und

1
Gk(twl,th) = Z = t_ka(wl,wg).

e (mtwy + ntwy)*
(m,n)7(0,0)

Die Fourier-Entwicklung von G (7) = Gi(7, 1) berechnet man mithilfe der Entwick-
lung

= 1 1 1 1 2m i i
>, e w2 (e ) = Z”

n=-—00 n=1

fir 7 € H. Dazu verwendet man die Partialbruchzerlegung des Kotangens,

o0

1 1 1
= = 7 cot
T+;<T+n+7—n> m OTT)
. 1_|_627ri7'
= -7l ———
1_6271'17'

(o)
= —mi — 27 g e2minT
n=1

(mit lokal gleichméBiger Konvergenz in der Halbebene Im[r] > 0). Diese Identitét
leitet man dann wiederholt nach 7 ab.

Fiir Gi(7) gilt dann

m,n€Z
(m,n)#(0,0)
ZSE% m#0 n=—o00

72C _'_QZ( Z k127rmm7'
= 2¢(k) 27” Z Z k-1 p2midr

d=1 m,neN
mn=d

= 2((k) + % Z or_1(d)e*™ T, O
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Die Fourier-Entwicklung von Gy (7) vereinfacht sich deutlich, wenn wir durch den
konstanten Term 2( (k) teilen:

Korollar 6.12. Die normalisierte Eisensteinreihe

1
E = k>4 d
% (T) 2((k)Gk<T)’ > 4, gerade
besitzt die Fourier-Entwicklung
2k —
E =1-— _
k(7) B, n§1 ok-1(n)q

Hier ist B;, die Bernoulli-Zahl. Insbesondere sind alle Koeffizienten von E), rational.
Zum Beispiel:

Ey( _1+240Za3 n)q" = 1+ 240q + 2160¢° + ...

Eg( —1—504205 n)¢" =1 — 504q — 16632¢> — ...

Ey(r) =1+ 480207(n) " =1+ 480q + 61920¢> + ...

n=1

Beweis. Man verwendet die speziellen Werte

1 (2mi)k
2 k!

C(k)=— By, k> 2 gerade. O

Bemerkung 6.13. Die Fourier-Entwicklung von Ej kann man auf natiirlicher Weise
als Lambert-Reihe auffassen:

Dazu verwendet man die geometrische Reihe:

o0

del szkldm Z(de—l>qn

d=1 m=1 n=1  d|n
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6.3.3. Die Diskriminante

Die Eisensteinreihen E4(7) und FEg(7) kamen (bis auf Vorfaktor) als Koeffizienten in
der Weierstraf3-Gleichung fiir das Gitter Z7 @ Z vor: fir die Weierstrafi’sche p-Funktion
gilt
P22 = 4(p(2) — 1) (0(2) = ) (9(2) = es)
= 4p(2)* — 60G4(1)p(2) — 140G¢(T).

Da die Nullstellen ey, es, e3 des Polynoms P(x) = 4X3 — 60G,4(7)X — 140Gs(7) im-
mer paarweise verschieden sind (Lemma [5.23)), wird die Diskriminante dieses Polynoms
niemals 0. Die Diskriminante konnen wir als Modulform auffassen, die fiir kein 7 € H
verschwindet.

Allgemein definiert man fiir ein nichtkonstantes Polynom

P(X) = C‘H(X—n)

mit Nullstellen 71, ..., 75 die Diskriminante
disc(P) := C*O0 - ()N T =),
i

Fiir das Polynom
P(X) = 4X? — 60G4(7)X — 140G4(7)

erhalten wir die Diskriminante
A*<T> = 256 - (61 — 62)2(61 — €3>2<€2 — 63)2.

Nach dem Wurzelsatz von Vieta sind die Koeffizienten von P als elementarsym-
metrische Polynome in den Nullstellen gegeben:

€1 + €9 + €3 = 0;
e1e + ere3 + egez = —15G4(7);
€1€2€3 — 35G6(T)

Da disc(P) in den Nullstellen symmetrisch ist, weifl man aus der Algebra, dass disc(P)
als Ausdruck in den Koeffizienten von P darstellbar ist. Mit etwas Rechnen findet man

A*(1) = 3456000G4(7)* — 8467200G¢(7)*
4 3 276 2
- 3456000(£E4(7)> - 8467200<%E6(7))
1024
= 2 (Br) — Bo(r))

27
— 16 (2r)'2. (q — 4% + 252¢° — 1472¢* + )
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Der Einfachheit halber teilen wir durch den Faktor 16 - (2)'2.

Definition 6.14. Die modulare Diskriminante ist die Spitzenform

Ey(r)* — Be(r)”
1728

A(T) == = q— 24¢% + 252¢3 — 1472¢* £ ... € Syo.

Wir werden spéter zeigen, dass die Fourier-Koeffizienten von A tatsachlich alle ganz
sind. Das kann man auch (mit ein wenig Arbeit) von der Definition sehen.

6.3.4. Die j-Invariante

Auch die j-Invariante des Gitters Z71 & Z fassen wir als holomorphe Funktion von 7 auf.
Die j-Invariante ist das wichtigste Beispiel einer Modulfunktion.

Fiir die elliptische Kurve in Weierstra3-Normalform
92 = 4a’ — g2% — g3

haben wir die j-Invariante im Abschnitt 5.5 berechnet:

95
J=1728 ————.
93 — 2793
Dabei sind 4 8
g = 60G4 = —7T4E4 und gs = 140G6 = —7T6E6,
3 27
also £ £
= 1728 . — 4 _ T4
J B —E2 A
Also:

Definition 6.15. Die j-Invariante ist die Modulfunktion

. Eq(1)?
J(r) = A7)
(1 + 240q + 2160¢> + 6720¢> + ...)3
q — 24¢% + 252¢3 — 1472¢* + ...
= ¢! 4 744 + 196884q + 21493760¢> + ..

mit g = 2™,

Die j-Invariante ist also genau die j-Invariante des Periodengitters Z1 & Z im Sinne
von Abschnitt 5.5.
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Wir haben schon gesehen, dass die j-Invariante die folgende wichtige Eigenschaft
besitzt: Zwei Gitter Ly, L, haben die gleiche Invariante,

j(Ll) = j(L2)

genau dann, wenn L; und Lo @hnlich sind, d.h. sich nur um einen komplexen Faktor
unterscheiden:
Li=t-Ly, teC”.

(Das ist wiederum genau dann der Fall, wenn die Kurven C/L; und C/Ly biholomorph
sind.)

Zwei Gitter der Form
ZTlEBZ, ZTQEBZ, Tl,TQGH

sind aber genau dann ahnlich, wenn sie ibereinstimmen. Damit erhalten wir:

Satz 6.16. Fur Punkte 7,w € H sind daquivalent:
(i) Es existiert ein M = (CCL Z) € SLy(Z) mit w = %;

(i) §(7) = j(w).

Durch Visualisierung der j-Invariante ist die Kachelung von H durch den Standard-
Fundamentalbereich F und seine Bilder unter SLy(Z) zu erkennen.
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Figur 6.2: Die j-Invariante. Der Betrag |j(7)| wird mit Hohenlinien angedeutet, und
die Farbe entspricht dem komplexen Argument (rot = positiv reel; gelb = iy mit y > 0;
hellblau = negativ reell; lila = iy mit y < 0).

6.4. Der Struktursatz

6.4.1. Nullstellen von E, und FEj

Proposition 6.17. Sei f eine Modulform von Gewicht k.

(i) Falls k kein Vielfaches von 4 ist, dann gilt f(i) = 0.

(i1) Falls k kein Vielfaches von 6 ist, dann gilt f(p) = 0 mit der dritten Ein-
heitswurzel p = e2™/3.

Beweis. (i) Die Funktionalgleichung von f unter S = (0 -1

1 0 > € SLy(Z) liefert
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Da aber —% =, erhalten wir an der Stelle 7 = ¢:

(@) = (),
daher f(i) =0 falls 4 1 k.

(ii) Man verwendet ein dhnliches Argument wie (i) mit der Matrix

U= ((1’ _11) € SLy(Z),

die
erfullt. Aus

folgt f(p) =0 falls 6 1 k. O

Proposition 6.18. Die Eisensteinreihe Eg besitzt nur einfache Nullstellen. FEs
qgilt

clt+d d

Eo(r)=0 & r= 208 (‘é b> € SLy(Z).

Beweis. Eg hat auf jeden Fall eine Nullstelle in 7 = ¢, weil das Gewicht 6 kein Vielfaches
von 4 ist. Diese Nullstelle ist einfach, denn:

Eg(t) = —504 - 2 - Z nos(n)e*™"

n=1
und

Eé(Z) - —27n
504 -2mi ;"05(”)6 ’

und die Reihe rechts enthalt nur positive Terme.

Wir untersuchen die moglichen anderen Nullstellen. Sei L = Zw; & Zws, ein Gitter,
fir das Eg(L) bzw. gs(L) verschwindet. Dann hat die Weierstra-Gleichung der g-
Funktion zu L die Form

9'(2) = 4p(2)* — g20(2) = 4p(2)(p(2) — V' 92/4)(p(2) + V/g2/4)

mit den Halbperioden-Werten

e1 =0, ea = —+/g2/4, e3 = \/g2/4.
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Das Doppelverhéltnis (und damit die j-Invariante) héngt nicht von g, ab:

€1 — €3 1

A = [e1, eg;€3,00] = p—
1 — €2

Nach Satz [5.32 sind alle solche Gitter Vielfache voneinander and damit Vielfache von
Zi D 7
L=7ti®Zt, teC*.

Falls Eg¢(7) = 0, so ist also
It ®L =7t &7t

und damit 7 = % mit (CCL Z) € SLy(Z). O

Bemerkung 6.19. Die Eisensteinreihe £ hat einfache Nullstellen genau in den Punk-
ten M - p, M € SLy(Z) mit p = €*>™/3. Das zeigt man mit einem #hnlichen Argument:

Wenn E,(7) = 0, dann lautet die Weierstrafi-Gleichung der p-Funktion zum Gitter
L=7¢&7Zr

022 = 49(2)" = g3 = 4( (=) = V/a5/4) (9(2) = 2/ 51) () = /s 1),

Das Doppelverhaltnis

= /a7, 200 g g ] =

ist wieder unabhéngig (von g¢3) und das Gitter Z @ Zr ist eindeutig bestimmt.

6.4.2. Der Struktursatz

Erinnerung:
M, = P M,
k=0

ist der graduierte Ring von Modulformen von jedem Gewicht.

e N

Satz 6.20. Fur jedes k bilden die Monomen
ESEY, 4a+6b=k

eine Basis von M.

Mit anderen Worten: der Ring der Modulformen ist genau

M, = @ M, = C[E,, Eq) :

k=0
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jede Modulform (von jedem Gewicht) hat eine eindeutige Darstellung f = P(Ej, Fg)
mit einem Polynom P.

Beweis. Wir haben uns schon tiberlegt, dass Fg(i) = 0 gilt. Andererseits ist Fy (i) # 0,
weil jeder Term in der Reihe

E4(Z) =1+ 240 Z 03(77,)6_27m

n=1

positiv ist. Da alle Monomen E$E¢ verschiedene Ordnungen (b) in 7 = i haben,
miissen sie linear unabhangig sein.

Mit Induktion nach dem Gewicht k beweisen wir, dass diese Monomen den Raum
M, wirklich aufspannen. Im Fall £ = 0 besteht M; = C aus den Konstanten.
Angenommen, die Behauptung ist fiir jedes Gewicht kleiner als £ wahr. Dann haben
wir eine Fallunterscheidung:

(i) 4 1 k. Dann verschwindet jede Modulform f € M im Punkt 7 = i, und der Quotient
Gi6 ist holomorph auf H. Da lim, ,., Gg(x + iy) # 0, bleibt auch Giﬁ im Limes y — o0

beschriankt. Also gilt Giﬁ € M;_¢. Nach Induktionsannahme erhalten wir

fE€Es-Mys=Es- € CEE,C € CE{E;

4a+6b=k—6 4a+6b=k

(ii) 4]|k. Da E4(7) # 0, finden wir eine Konstante C' sodass die Modulform
g:=f—-C-E*

im Punkt 7 = ¢ verschwindet. Wie im Fall (i) erhalten wir

fT‘* eMy4s= €D CEiE;
6 4a+6b=k—6
und damit auch
fe @ EE. O

4a+6b=k

Korollar 6.21. Die Raume My sind endlich-dimensional. Fur gerade Zahlen k > 0 ist

|k/12] +1: k # 2(mod12);

|k/12] : k=2(modl2).
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Beweis. dim M, ist die Anzahl der Monomen E{Eg, die in M liegen; mit anderen
Worten, dim My, ist die Anzahl der Losungen

k = 4a + 6b
mit a,b € Ny. Diese Anzahl kann man auf mehrere Weisen berechnen. O
k 0|24 |6 |8 ]10[12|14|16 |18
dmM, | 1|0 |1 [ 1| 1]1]2|1]2]2
k 2012224126 |28|30(32]34]|36] 38
dmM, | 2 | 2|3 |23 |3 ]3|3]|4]3

Figur 6.3: dim M}

Fiir genau 6 Werte von k ist der Raum M eindimensional: k € {0,4,6, 8,10, 14}.
In den fiinf Fallen mit k£ # 0 besteht M genau aus den Vielfachen der Eisenstein-
reihe Fj. Das fiihrt zu einigen tiberraschenden Identitaten zwischen den Teilersummen

Uk(n) = Zd\n dk:
Korollar 6.22. FEs gelten die Identitaten

o0 2 oo
(1 + 240203(n)q"> =2 =FEg=1+ 4802 o7(n)q";
n=1 n=1

(1 +240) ag(n)q") (1 ~540) 05(n)q”> = EyBy = Eig=1- 264 0y(n)q™;
n=1 n=1

n=1

<1 — 5042 05(n)q"> (1 + 480 Z 07(n)q"> =Febg=FEiy=1-— 242 o13(n)q"™;
n=1 n=1 n=1

(1 +240%° Jg(n)q"> (1 —264) Ug(n)q”> — BBy =By =1-24Y oi3(n)q",
n=1 n=1 n=1

Schreibt man das Cauchy-Produkt aus, so ist die erste Identitat aquivalent zu einer
Formel von Hurwitz:

o7(n) = o3(n) + 120 Z as(a)os(b).
preay

Zum Beispiel sind
1427 = (1+2%) + 120

und
1+37=(1+33)+120-(1-(1+23)+(1+23)-1).

Die anderen Gleichungen sind natiirlich genauso interessant.
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Beweis. Im Fall (i) ist E? Modulform von Gewicht 8, also ein Vielfaches von Eg. Da die
konstanten Terme in den jeweiligen Fourier-Entwicklungen iibereinstimmen, gilt schon
E? = Ex. Die anderen Beispiele behandelt man genauso. ]

6.4.3. Die Valenzformel

Die Valenzformel gibt an, wie viele Nullstellen eine (meromorphe) Modulform von
Gewicht k£ modulo der Operation von SLy(Z) besitzt.

Wenn die meromorphe Funktion f : H — C der Funktionalgleichung

() ot (2 s

geniigt und Ordnung n im Punkt 7 = w hat, dann hat f auch Ordnung n im Punkt

T=M- -wmit M = (Z Z) € SLy(Z), denn:

lim (1= M- -w)™"f(r)=lm((M-7— M -w) " f(M-T)

T—M-w T—w
M-7—DM-w\—"
T > . —-n
= lim(er+ &) (T ) -

= (c-w+d)™7 - m (7 —w) " f(7);

d.h. der erste Limes existiert und ist nicht 0 genau dann, wenn das fiir den zweiten
Limes gilt.

Damit ist der Begriff
ordp,(f), [w] € SLy(Z)\H

wohldefiniert.
Die Ordnung von f in oo definieren wir dagegen als Ordnung — N der Fourier-Reihe
Y sy @ng" in ¢ = 0. Zum Beispiel ist ord,,(A) = 1 aber ord,(j) = —1.

Lemma 6.23. Die Ableitung der j-Invariante ist

E2Fq
T~

j = —2mi

Insbesondere besitzt j° nur doppelte Nullstellen in den Punkten 7 € SLy(Z) - p,
p = €2™/3 und einfache Nullstellen in den Punkten 7 € SLy(Z) - i.

Beweis. Wir leiten die Gleichung

‘<a7'+b
J cT+d

) =)
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ab und erhalten mit der Kettenregel:

at +b
ct+d

(er+d) 7% (== = (7).

d.h. 5’ ist schwache Modulform von Gewicht 2. Dann ist A - j’ eine Modulform von
Gewicht 14. Mit

G(7) = ¢~ 4 744 + 196884q + ... = e 2™ + T44 4 196884e*™T + ...
beginnt die Fourier-Entwicklung von j’
(r) = —2mie™>"" 4 196884 - 2mie®™™ + ... = —2mi(g ™ — 1968849 — ...),
also

Ay

— 271

- (q 24 + ) (q_l — 196884¢ — ) —1—24g— ..

Da der Raum My, der Modulformen von Gewicht 14 eindimensional ist, muss das
Ergebnis schon die Eisensteinreihe £, bzw. das Produkt EZE(; sein. O]

Fiir die j-Invariante wissen wir bereits, dass
Jj(1) = j(w) genau dann wenn 7 € SLy(Z) - w;

d.h. als Funktion von 7 besitzt j(7) — j(w) nur eine einzige Bahn von Nullstellen in
SLy(Z)\H. Anhand der Nullstellen von j’ sieht man, dass diese Nullstellen im Fall
[w] # [p] und [w] # [i] immer einfach sind.

Satz 6.24 (Valenzformel). Fir jede meromorphe Modulform f von Gewicht k
gilt

ord;(f)  ord,(f) ok
ordso (f) + > + g + Z ord,(f) = ER
[w]E€SLa(Z)\H
[w]#[oe],[i],[p]

Beweis. Sei f eine meromorphe Modulform von Gewicht k£ mit Ordnungen me,, m;,
my,, My, € Z fiir [w] € SLy(Z)\H in den Punkten oo, i, p bzw. w € HL.

Zuerst beachten wir, dass f nur endlich viele Null- oder Polstellen modulo SLy(Z)
besitzt, denn: die Fourier-Reihe von f definiert eine meromorphe Funktion

q— anq"”
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in der Einheitskreisscheibe |g| < 1. Fiir jede Null-oder Polstelle 7 € F U {oo} ist

q = ¥ eine Null- oder Polstelle der Fourier-Reihe von f, die im Kompaktum

| = e~2m < e—2m(V3/2)

liegt, und davon kann es nur endlich viele geben.

Wir konnen eine meromorphe Modulform g mit genau diesen Null- bzw. Polstellen
direkt konstruieren:

ordg(00) = Moy, ord;(g) = my, ord,(g) = m,, ord,(g) = My,
und zwar als Produkt

gi=A"= . E . E" . H [A(T)(j(T) - j(w))] :
[w]€SLa(Z)
[w]#[o0], [i], (]

Dabei hat g Gewicht

k=12me +6m; +4m, +12 > my,.

[w]€SL2(Z)
[w]#[ecl,[i] [p]

Dann sind (f/g) und (g/f) beide holomorphe Modulformen und miissen Gewicht 0
haben (sonst wére das Gewicht von einer von f/g oder g/ f negativ). Das Gewicht von
f ist also auch

12‘<Ordoo(f)+0rdi(f)+Ordp(f)+ 3 Ordw(f)>_ 0

2 3
[w]€SLa (Z)\H
[w]#[ool,[4],[p]

6.5. Die Lambda-Funktion

6.5.1. Die Weierstraf’schen Halbperioden-Werte

Die Werte ey, €5, e3 der p-Funktion zu L in den Halbperioden sind keine Gitterfunktio-
nen, weil sie von der Wahl einer Basis von L abhangen. Durch eine Basiswechsel von L
werden eq, eg, e3 jedoch schlimmstenfalls permutiert. Wir fixieren von jetzt an immer
das Gitter

L=L,=2&%Zr, 7€l

mit p-Funktion
o(r,z), 7€H, 2€C, z¢ L,,
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und definieren die Halbperioden-Werte

er=p(7,1/2), ex=p(1,7/2), e3=p(r,1/2+71/2).

Proposition 6.25. Unter den Erzeugern

= 0) ()

haben ey, eq, e3 das Transformationsverhalten

€1 8262, 62‘ 5261, 63‘ 5263
2 2 2

und

61) T = eq, 62‘ T = e, 63‘ T = ey.
2 2 2

Fiir jede Matrix M € SLy(Z) gibt es also eine Permutation o = o), mit

€;

M = Con(i)s 1= 1,2,3.

2

Die Abbildung M + o, definiert einen Gruppenhomomorphismus
SLQ(Z) — 53.

Wenn man allgemein ein Gitter L = Zw; & Zw, betrachtet und eine Basiswechsel
der Form

Wi = awy +bw,  wh = cwy + dwy, Wi =w]+wh=(a+c)w + (b+ d)wy
verwendet, dann kommen unter w} der folgenden Fille jeweils genau einmal vor:

aungerade, [ gerade;
w; = aw; + Bwy  mit a gerade, [ungerade;

aungerade, [ ungerade.

Der Wert von p an w}/2 ist jeweils e, €9, e3. Mit anderen Worten: I' besteht genau aus
den Matrizen, die die Paritdt aller Vektoren in Z? respektieren:

r= {M € SLy(Z) : Mv = vmod 2fiir alle v € ZQ}

a b
= {M = (C d) . a,dgerade, b,cungerade}.
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Beweis. Mit der allgemeinen Transformationsformel

o2 ) = (e + @Pp(r, )
erhilt man
() o L7 () -
N
(D)ool A 1)
sowie
a(r+1)=p(r+1,5) =p(r3) =alr)
ea(7 + 1) :@(TH,”;) :p<7',7—;—1> — es(7)
e3(T+1) = p(T—i— 8 % + T—QH) = p(T, %) = ey(7)

Proposition 6.26. Die Fourier-Entwicklungen von ey, eq, e3 lauten

9 ()
61(7'):§7T2' [1+24 E ( E d)q”];
n=1 dln
d ungerade

1 ()
ex(T) = —§7r2 . [1 + 24 E ( E d)q”/Q];
n=1 dln
d ungerade

e3(T) = —%WQ : [1 + 24 i(—l)"( Z d)q”/Q].
n=1 dln
d ungerade

Also:
er(7) = gﬂ : (1 +24q + 247 + 96¢° + 24¢* + 14445 + )
eo(T) = —%7‘(‘2 . (1 + 24¢"? + 24q 4 96¢° + 24¢° + 144¢° + )
es(1) = —%H : (1 — 24¢"% + 24q — 96¢%% + 244 — 144¢°* + )

mit ¢ = ™7,
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N.B. Aus der Gleichung
4X —e)(X —e)(X —e3) =4X? — o X — g3

erhalt man die Identitaten

v
eie2 +ere3 +e263 = — 700 = — E,
und
1 27r
e169€ - )

Die Identitaten, die dadurch fiir die Fourier-Koeffizienten von ey, €5, e3 und Ey, Fg im-
pliziert werden, sind alles andere als offensichtlich.

Beweis. Man erinnere sich an die Identitat

o0

Z (T—i—n = —47? Zne2mm T € H,

n=—oo

der Spezialfall £k = 2 von

oo

1 2 ﬂ"lnT
Z o n) mi)® an 1,2

n=—oo

vgl. Beweis von Prop. [6.11] Mit

p(T,z):%—i— (( 1 2 : 2)

(m,n)eZ?
(m,n)#(0,0)

erhalten wir an der Stelle z = 7/2:

1 1 1
(1) = G 2 <(m7—|—n—|—7/2)2_(m7'+n)2>

(m,n)€Z?
<mm¢mm
~- St 2 (L - Gre)
”iZ n+7’/2 — (mm+n+17/2)2 (m7+n)
n#0

o0

_ _% . 87'('2 Z_l (il ne27rin(m71/2)‘r _ il neZﬂian)
- Tlruy (X d)emonr]

n=1 dn
dung.
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(Im letzten Schritt verwendet man eine Fallunterscheidung zwischen n gerade und n
ungerade.) Die anderen zwei Halbperioden-Werte ergeben sich aus

e3(7) = ea(T + 1)

und
e1(7) + e2(1) + e3(r) = 0. O

6.5.2. Die Lambda-Funktion

Definition 6.27. Die modulare Lambda-Funktion \(7) ist der Quotient

es(7) — ea(T)
e1(7) — ea(7)’

A1) =

Nach Einsetzen der Fourier-Entwicklungen erhalt man
A7) = 16¢'/% — 128¢ + 704¢%% — 3072¢* + 11488¢°/% — 38400¢° + ...

Fiir eine geeignete Permutation ist A das Doppelverhéltnis von ei(7), es(7), e3(7)
und oco. Da ey, eq, e3 fiir jeden Wert von 7 paarweise verschieden sind, kann A auf H nie
die Werte oo, 0 oder 1 annehmen. Umgekehrt kénnen wir fiir jeden Wert C' ¢ {0, 0, 1}
das Periodengitter

L = 7w & Zwy, Imfws/wi] >0

dt . . . . . .
des Integrals [ T betrachten; fiir eine geeignete Wahl von Gitterbasis wy, ws
gilt dann A(ws/wy) = C.

Die j-Invariante ergibt sich aus der A-Funktion durch die im Abschnitt 5.5 gegebene

Formel
(1—X+2A?)3

J(1) = 256 - N1 =)

Insbesondere gilt auch
M) =AMNw) = ZOZt =72 Zw

(aber die Umkehrrichtung <« fiir A ist falsch!).

Proposition 6.28. Fir \(1) gelten die Funktionalgleichungen

A7)

AM=1/7)=1=X(71) und A7+1)= -1
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Beweis. Wir setzen

e1(—1/7) = T2ea(7), ex(—1/7) = T?e1(7), e3(—1/7) = T?es3(7)

und
er(t+1)=ei(r), e(7+1)=e3(r), es(r+1)=es(r)

ein und erhalten

T2e3(T) — T2e1(7)

A=1/7) =
(=1/7) T2e5(T) — 72e1(7)
. €3 — €1
B €y — €1
N 11
€y — €1
=1-—\(7)
sowie
ea(7) — e3(7)
ANT+1) = —=——"—=
T = = e
— 14 €2 — €1
€1 — €3
1
= 1+ e3—e2
e1—es
A7)
M) -1

Korollar 6.29. Die \-Funktion definiert einen Gruppenhomomorphismus
SLy(Z) — G, M — NM -71)

i die anharmonische Gruppe

R e iy

Der Kern ist

D= {M eSLy(Z) : \(M-7)=A\r)} = {M € SLy(Z) : M

e

und es qult
AMT)=AMw) < 7=M-wfireinMel.
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6.5.3. Der Satz von Picard

Sei I' = {M € SLo(Z) : MM -7) = A(7)}. Als Kern von einem surjektiven Gruppen-
homomorphismus ist " eine normale Untergruppe von Index 6 in SLy(Z).

Proposition 6.30. Die Ableitung der Lambda-Funktion verschwindet nirgendwo:

N(r)#0, 7eH.

Im Beweis zeigen wir, dass es eine Konstante C' gibt, sodass die Diskriminante als
(\)°
A1 = N)4

geschrieben werden kann. Mit A ist dann A’ auch nullstellenfrei.

A=C-

a b

Beweis. Sei M = <c d) € SLy(Z) beliebig. Fiir jedes

1 A )\—1}

1
f:f()‘)EG:{)HXal_)‘al_)\v)\_lv \

existiert ein g € G sodass

(L) o0

Wir bilden die Ableitung auf beiden Seiten und erhalten

L>) PA(EE) = X ).

(et +d ct +d

Insbesondere transformiert das Produkt iiber alle Ableitungen,

() = IT = (7))
fed

-~ )\/(7_)6
AL = A(r)Y

wie eine Modulform von Gewicht 12 fiir die volle Modulgruppe SLy(Z). Mit

A7) = 16¢"/% — 128¢ £ ... = 16e™ — 128¢*™™ + ..

ist
N(7) = 16mig*? — 256miq & ... = 16mie™ — 256€>™" =+ ...
und damit
(167ig"/? 4 ...)° (167i)8 6
h(T) = “6g 7 JiIE.) T qE..=256m"q+ ...
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Also ist h sogar Spitzenform. Als Spitzenform von Gewicht 12 muss h ein Vielfaches
von A sein und anhand der Fourier-Reihe ist ersichtlich, dass der Vorfaktor 25675 ist.
Insbesondere gilt

N(r)° 6
— = (2 - A(T).
XA 2o A
Da A nullstellenfrei ist, kann auch N'(7) keine Nullstelle haben. O

Mit anderen Worten: die Abbildung
A H — C\{0,1}

ist konform, d.h. zu jedem Punkt 7 € H existiert eine offene Umgebung U, auf der
AU — A(U) ein Biholomorphismus auf ihr Bild ist. Auierdem ist A surjektiv.
In der Topologie ist eine Uberlagerung eine stetige, surjektive Abbildung

p: X —Y,

fiir die es eine offene Uberdeckung

Y:Um

iel
und eine Menge A derart gibt, dass jedes Urbild p~!(U;) als disjunkte Vereinigung
p_l(Ui) - U V;,a
zerfallt, mit offenen Teilmengen V;, C X, fir die

Visa

p

ein HomGomorphismus ist (stetig und bijektiv mit stetiger Inverse). Die Kardinalitét
|A| von jedem Faser p~'({y}) heifit Grad der Uberlagerung.

Zum Beispiel sind die Abbildungen
C\{0} — C\{0}, 2z~ 2", neN
holomorphe Uberlagerungen von Grad n. Die Exponentialabbildung
exp: C — C\{0}, z~—¢€”
ist eine holomorphe Uberlagerung mit Indexmenge A = Z: jeder Faser besitzt die Form
p '({z}) = {Log(z) + 2min : n € Z}.
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Die A-Funktion definiert insbesondere eine holomorphe Uberlagerung
A H — C\{0,1}.

Wir brauchen (ohne Beweis) einen Spezialfall der wichtigen Liftungs-FEigenschaft
von Uberlagerungen:

Proposition 6.31. Seien XY C C offen und
p: X —Y

eine holomorphe Uberlagerung. Sei U C C ein Elementargebiet und f : U — Y
eine holomorphe Funktion. Dann existiert eine holomorphe Funktion F' : U — X
mat

f=polF.

\. J

N.B. einen direkteren Beweis bekommt man aus dem Monodromiesatz: man kon-
struiert F' durch analytische Fortsetzung entlang beliebigen Kurven in U.

Fiir die Uberlagerung exp : C — (C\{0}) ist das die folgende bekannte Aussage: Fiir
ein Elementargebiet U besitzt jede nullstellenfreie holomorphe Funktion f : U — C\{0}
einen Logarithmus, d.h. eine holomorphe Funktion F': U — C mit

f(2) = exp (F(2)).

Wir schauen uns den Fall U = C an. Man kann leicht zeigen, dass es keine
nichtkonstante holomorphe Funktion F' : C — H geben kann. (Denn ﬁ ware z.B.
eine betragsméfig durch 1 beschrinkte ganze Funktion.) Zusammen mit der Liftungs-
Eigenschaft der Uberlagerung A : H — C\{0,1} erhélt man den iiberraschenden

Satz 6.32 (Kleiner Satz von Picard). Sei f : C — C = C U {oo} eine mero-
morphe, nichtkonstante Funktion. Dann enthall das Bild f(C) die gesamte
Zahlenkugel C mit hochstens zwei Ausnahmen.

Im Bild einer nichtkonstanten ganzen Funktion ist also jede komplexe Zahl mit
hochstens einer Ausnahme enthalten. (Der Punkt co auf der Zahlenkugel z&hlt
bereits als die andere Ausnahme.)

N.B. Meromorphe Funktionen konnen tatsachlich zwei unterschiedliche Werte ver-
passen. Die komplexe Tangens-Funktion ist ein Beispiel: weder tan(z) = +i noch
tan(z) = —i besitzt eine komplexe Losung z € C.

Beweis. Angenommen, f : C — C ist eine meromorphe Funktion und a,b,c € C sind
drei Punkte, die nicht im Bild f(C) liegen. Sei ¢ eine Mobius-Transformation, die

ar—o0o, b—0, c—1
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abbildet. Wir ersetzen f durch f := @ o f und erhalten eine ganze Funktion, die die
Werte 0 und 1 nicht annimmt, d.h. eine holomorphe Funktion

f:C—C\{0,1}.
Wegen der Uberlagerung-Eigenschaft von A erhalten wir eine ganze Funktion
F:C—H

mit f = Ao F. Aber dann muss F und damit f konstant sein. O

6.6. Thetafunktionen

Die Theta-Reihe ist die Reihe
O() := Z eI T — Z q”2/2.

Oft ist es hilfreich, §(7) als der Theta-Nullwert z = 0 der allgemeineren Theta-Reihe

o0 o0

9(7_’2>: Z ewin2’r+27rinz: Z an/QCn

n=—oo n=—oo

in den Variablen ¢ = €™ und ¢ = ¢?™* anzusehen.

6.6.1. Theta-Transformationsformel
Der typische Beweis fiir die Transformationsregel von 6(7) unter 7 +— —1/7 beruht auf
der Poissonschen Summenformel und insbesondere der Tatsache, dass

n €7T’L'7’L2(71/T)

im Wesentlichen die Fourier-Transformierte von

min2r

n—e

ist.
Fiir geeignete (d.h. im Limes z — +oo schnell abklingende) Funktionen h kann
man periodische Funktionen durch

f(z) = Zh@—i—n), reR

konstruieren. Solange das Vertauschen von Reihe und Integral gerechtfertigt werden
kann, berechnet man die Fourier-Koeffizienten in

f(IL') _ Z am627rima:

MEZ
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durch Integrieren:

— /1 f(w)e—Qﬂ'im:c dz

_Z/ LU-’-TZ —27rzmx)d

nez

_ Z/ 27rimn€—2m'mx dx (.CE — o — n)

neL

— / (x)ef%rzmx d

und damit

meZ
= Z h(m), h(m):= / h(z)e™ 2™ dg
meZ oo

Das werden wir jetzt auf die Funktion

Big) = 3

ne”

anwenden. Fir die Funktion A wahlen wir
h(z) = e ™. 2™y 50, 2 € C.

Die Umformungen oben sind fiir dieses h erlaubt, und wir erhalten:

Proposition 6.33 (Theta-Transformationsformel). Fir 7 € H und z € C gilt
1 =

9( - -, —> = e ™4 x \/Femzz/T - 0(T, 2).

T T

Hier ist /7 der Zweig, der im Limes 7 — x > 0 positiv wird.

Beweis. Es geniigt, die Identitdt fiir 7 = iy zu beweisen: wenn uns das gelingt, dann
sind fiir jedes fest gewahlte z die linke und rechte Seite holomorphe Funktionen von
7 € H, die auf i-R-( iibereinstimmen, und die Behauptung folgt aus dem Identitatssatz.

Fiir 7 = 4y lautet die Behauptung

‘9(17 __7'Z> _ Z 6—7rm2/y+27rmz/y \/— Z —mn2y—2mnz \/@ . Q(Zy, Z)

Yy Yy meZ ne”L
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Wie oben angedeutet sei h(x) = e"™¥ . €272 Dann ist

h(m) = / h h(z)e 2mme dy

(e.o]

0o
_ 2o o
_ / e w(yx?+2imz—2izz) dz

(e.o]

_ rlm=2?y /  my(aim/y=iz/u)? gy

(e.o]

Das Integral kann man als Spezialfall a = i(m + z)/y des Integrals
fla) := / e ™t 4.

Bei diesem Integral handelt es sich um eine ganze Funktion der Variablen a, die auf
R konstant ist (fiir a € R substituiert man einfach z +— 2 — @) und damit auf ganz C
konstant ist. Fiir a = 0 haben wir das bekannte Integral

° 2 1
e " dr = —.
/oo VY

iL(m) = —677r(m7z)2/y — —e*ﬂ'mQ/erQﬂ’mz/y

Also ist

und
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Korollar 6.34. Fiir die Thetanullwertdl

01(1) = 0(7,0) = Z qn2/2

bu(r) = 0(r1/2) = Y (-1
O5(7) = 7”7/49 (r,7/2) = Z (](2”+1
gilt
O1(—1/7) = e ™41 01(7)
Or(—1/7) = e ™7 - b5(7)
O3(—1/7) = e /T - bs(T)
und

O1(T + 1) = 09(7)
Os(7+ 1) = 01(7)
O3(T + 1) = ™/* . B5(7).

Beweis. Die Transformationen unter 7 — —1/7 sind Spezialfille der Theta-Transformationsformel

@( _ 17 f) = ¢ ™7 T 0(7, 2).

T T

Die Transformationen unter 7 — 7 4+ 1 kann man direkt ablesen. O

6.6.2. Der Vier-Quadrate-Satz

Unser Ziel ist jetzt, geeignete Ausdriicke in 6y, 05,03 mit Modulformen fiir SLy(Z) zu
identifizieren. Das fithrt zu interessanten Identitdten zwischen Fourier-Reihen.

Lemma 6.35. Die modulare Diskriminante hat die Darstellung

- (1.

—7i/4

Beweis. Durch das Bilden der 8-ten Potenzen verschwindet der Vorfaktor e in der

Theta-Transformationsformel:

0} S=01, 03| 5=05 05 5=0,

2Fiir Theta-Funktionen gibt es viele Notationskonventionen. Die Bezeichungen 0y = 01, 01 = 03,
010 = 03 sind iiblich.
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und
0y

T =65, 03‘4T — 0, 6§’4T — 0.

Darum ist das Produkt 636565 eine wohldefinierte Modulform von Gewicht 12. Da
8808 1/2 s 1/2 (o 1/8 9/8 S
030508 = (1+2q/ +) (1—2(]/ i) (Qq/ + 2% +) — Byt .,

ist (010,05)® sogar Spitzenform mit fiihrendem Fourier-Koeffizienten 28, also genau 28-A.
[]

Korollar 6.36. Alle Fourier-Koeffizienten von A sind ganze Zahlen.

Denn alle Fourier-Koeffizienten von
010505
2

sind ganze Zahlen. Damit sind auch alle Koeffizienten der 8ten Potenz dieser Reihe
ganz.

- <1—|—2q1/2+2q2—|—2qg/2+...) <1—2q1/2+2q2—2q9/2:|:...> (q1/8+q9/8+q25/8+...)

Andererseits ist nach Definition:

(21:;12 ' <(61 —e2)*(er — e3)*(e2 — 63)2>'

Das legt nahe, dass die achten Potenzen 69 bis auf Konstante gleich den Ausdriicken
(e; — ex)? sein konnten, fiir eine geeignete Wahl von i, j, k. Zum Beweis rechnen wir
zuerst andere symmetrische Ausdriicke in den 6% aus:

e N

Lemma 6.37. (i) Es gilt
(i1) Es gilt
(61 — 62)2 + (61 — 63)2 + (62 — 63)2 = 27T4 . E4.
(11i) Es gilt
005 - 6505 4 0365 — By
(iv) Es gilt

(61 — €2>2<€1 — 63)2 -+ (61 — 62)2(62 — 63)2 + (61 — 63)2(62 — 63)2 = 7'('8 . Eg.

Beweis. Die linken Seiten von (i) und (ii) sind Modulformen von Gewicht 4 und damit
Vielfache von E;. Das genaue Vielfache berechnet man jeweils mit den fithrenden
Fourier-Koeffizienten:

B=1+.., B=1+., 6B=0+..
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und
(61—62)2:7T4+..., (61—63)2:7T4—|—..., (62—63)2:O—|—...

(iii) und (iv) beweist man auf dhnlicher Weise, denn es handelt sich hier um Modulfor-
men von Gewicht 8 und damit um Vielfachen von Ej. O

Korollar 6.38. FEs gilt die folgende Identitdt von Polynomen:

(X —69)(X — 605)(X — 65)
= X3 -2, X% + EgX — 256A
(- R (- e (- e

™ s

Wir erhalten den wichtigen

Satz 6.39. Zwischen den Halbperioden-Werten von o und den Thetanullwerten
gelten die folgenden Identitdten:

61—62:7r2-9‘11, 61—63:71'2'9;1, 63—62:7r2-0§.

Beweis. Sowohl (“=%)? als auch 6} sind holomorphe Funktionen f auf H, die die Gle-
ichung
f3—2E.- f2+ Eg - f —256A =0

.. . . . —_ 2 —_ 2 —_ 2 .. .
geniigen. Damit stimmen die Mengen 6%, 65, 65 und (617TZZ) , (elwf?’) , (627rf3) iiberein.

Wir identifizieren die Funktionen und die korrekten Vorzeichen +1 durch Vergleichen
der Fourierentwicklungen:

0} =1+8¢Y2+24g+ ..., e1—ey=m(1+8¢Y%+24¢g+..)

03 =1—-8¢"2+24q+ ..., e —e3=n*(1—8¢"?+24g=£..)
02 =16¢"2 £ .., es—ey=7u2-(16¢"2£..) O

Korollar 6.40 (Jacobi-Identitdt). Keine der Thetanullwerte 6y, 05, 03 verschwindet ir-
gendwo auf H. Es gilt die Identitdt

01 = 05 + 05.
Beweis. Die Halbperioden-Werte von Weierstral sind paarweise verschieden, d.h.
e; — e; # 0 iiberall. Es gilt

e — e €3 — € €1 — e

4 4 1 3 3 2 1 2 4

O+03=——+———5—=——— =01 O
T ™ ™
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Korollar 6.41 (Vier-Quadrate-Satz von Jacobi). Sei n € N. Die Anzahl
ry(n) = {(a,b,c,d) €Z': >+ b+ +d* = n}
der Darstellungen von n als Summe von vier Quadraten ganzer Zahlen ist

8-01(n): n ungerade;
ra(n) =<24- > d: n gerade.
d|

d ungerade

Insbesondere ist r4(n) > 0, d.h. jede natiirliche Zahl hat eine Darstellung als Summe
von vier Quadraten.

Beweis. Als Cauchy-Produkt gilt

o0 o ) 4

1+ > e = (Y ) =6,
n=1 n=—0o

Andererseits ist
4 €61 — €2
2 = 1 -
- g(l +24Y ( S d>q“> n g(l +24y ( S d)q”/2>.
n=1 dn n=1 dln
dungerade dungerade

Fiir ungerades n kommt ¢*? nur im zweiten Summand vor. Die Bedingung
dungerade fiir die Teiler von n ist dann leer, und wir erhalten

ry(n) =8 Z d = 8o1(n).

d|n
dungerade

Fiir gerades n wird in beiden Summanden iiber den ungeraden Teilern von n summiert:

ra(n) =16 > d+8 Y d=24 ) d O

dln din dn
dungerade dungerade dungerade

6.6.3. Das Jacobi-Tripelprodukt
Das Jacobi-Tripelprodukt ist die folgende Identitét:
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Satz 6.42. Fir T € H und z € C sei ¢ = e*™™ und = *™*. Dann gilt

O(rz)= > ¢ =T]A- A+ 2+
n=—00 n=1

Fiir beliebiges, festes 7 € H (d.h. |¢q| < 1) konvergiert die rechte Seite lokal gle-
ichméfig und definiert eine ganze Funktion von ¢ € C.

Beweis. Pl Sei

£Q) =[] - gHA+ ¢ 72O+ g7,

Die Substitution ¢ + ¢q - { bewirkt eine Indexverschiebung, bei der nur der Anfang des
Produktes geandert wird:

flg-Q) =[] -g)A+ g2+ ¢
n=1
1 +C_1q_1/2 ~ ~
=~ A -a)A+ PO+ "
14 (q'/? g
1+C_1 —1/2
= ez 1O
_f©
o §q1/2'

Nach dieser Funktionalgleichung erfiillt die Laurent-Reihe

Q) =Y ela)c
die Identitat
> @) = Q) =¢afa) = > ¢ Pea(g)C",

d.h. die Rekurrenz
cur1(9) = calq) - "2
Insbesondere sind alle Laurent-Koeffizienten durch cy(¢q) bestimmt:

n2

cn(q) = co(q) -
also

1O =l S ac

n=—oo

175



Wir miissen nur noch zeigen, dass c¢y(q) = 1 ist. Dazu verwenden wir den folgenden
Trick:

(i) Es gilt
F@) =10 =M@ +ig"?)(1 - ig"'/?)
n=1
=[[a-aHa+¢)
n=1
=[[a-¢Ma - +¢ )
n=1
=[Ja -0 -q¢"?)
n=1
=[[a-¢"a—-qg" 2
n=1
(wobei die Identitat (1 —a)(1+ a) =1 — a® und die Identitét
[Ma-m=T[a-¢ -J[a-¢""
n=1 n=1 n=1

mehrmals verwendet wird) aber auch

i qn2/2in =1 +2i(_1)nq2n27
n=1

also
colg) - (1423 (-1)"¢™") = TT(1 - )1 = ¢"2)2.

(ii) Es gilt

n=1
=[] -aH—q1?)?
n=1
aber auch . .
S (- =142) (-1,
n=—oo n=1
also . -
CO(C]) o (1 o 22(_1)nqn2/2> = H(l _ qn)<1 qn—1/2)2
n=1 n=1



und damit (nach Substitution g — ¢*)

(1+QZ 1) = [T - )01 - g

n=1

Vergleicht man (i) und (ii), so erhalten wir

Durch Wiederholung von dieser Identitat erhilt man mit der Stetigkeit von cy:

co(q) = colg?) = co(¢*®) = ... = lim co(q”4) = ¢o(0),

n—oo

d.h. ¢q ist konstant. Vergleichen der konstanten Terme auf beiden Seiten der Identitat
zeigt ¢y = 1. O

Die Jacobi-Tripelproduktidentitat enthélt viele Produktidentitaten fiir Modulfor-
men als Spezialfalle.

Korollar 6.43. Die Thetafunktion

n2 n TUT Tz
= > ¢, g=e (=6

n=—oo

besitzt bei festem T € H als ganze Funktion von z nur einfache Nullstellen, genau in
den Punkten

z=(m+1/2)r+ (n+1/2), m,n € Z.
Denn die Faktoren (1—¢") konnen niemals 0 werden, und aus den Faktoren 1+4¢"~1/2¢*!
ergeben sich Nullstellen in genau den erwahnten Stellen.

Korollar 6.44. Die Thetanullwerte

= an2/27 0(7) = Z(—l)nqn2/2, Os(T) =) gV

ne”L nez nez

besitzen die Produktentwicklungen

[e.9]

0r(m) = [ = g™+ ¢ )

n=1
[eS)

br(m) = [J(1 = g")(1 = ¢"/?)%;

n=1

_ql/SH 1+qn1 2q1/8H 1+q)
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Beweis. Man setzt in

01(1) = 0(r,0),
Oa(7) = 0(7,1/2),
O3(7) = ¢"% - (7, 7/2)
das Jacobi-Tripelprodukt ein. O]

Korollar 6.45. Fir die modulare Diskriminante gilt die Produktformel von Jacobi:

A =q]J1 =g q=e"
n=1

Beweis. Das folgt ohne viel Miihe aus der Identitét

- (202

und aus den Produktformeln fiir 6;, 65, 05. O

Korollar 6.46 (Eulers Pentagonalzahlensatz). Fir die 24-te Wurzel von A gilt die
Formel

q1/24 H(l . qn) _ Z (_1)nq(6n—1)2/24'
n=1 n=—o00

Viele Terme im Produkt ¢*/# T[>~ (1 — ¢") heben sich also auf:

g1/ H(l _g7) = M/t B 9/ 121/20 | 16924 (289/20 1
n=1
Die Funktion 1(7) := ¢/ T[°2,(1 — ¢") ist die Dedekind’sche Eta-Funktion.

Beweis. Man setze (7,z) = (37,1/2 + 7/2) bzw. (¢,¢) = (¢*, —¢~'/?) in das Tripel-
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Produkt ein.

o0 o0

Z (_1)nq(6n—1)2/24 _ q1/24- Z (_1>nq(3n2—n)/2
_ q1/24 Z (q3)n2/2 . (_q1/2)n
= q1/249(37', 1/2+7/2)
_ q1/24H [(1 _ q3n)<1 _ q3n71>(1 _ q3n72>
n=1
= ¢ - q).
n=1

179



	Ganze Funktionen
	Motivation
	Unendliche Produkte
	Unendliche Produkte komplexer Zahlen
	Absolute Konvergenz
	Unendliche Produkte holomorpher Funktionen

	Weierstraßscher Produktsatz
	Weierstraßscher Produktsatz
	Produktentwicklung des Sinus

	Partialbruchzerlegung
	Funktionen endlicher Ordnung
	Ordnung und Maximalbetrag
	Anzahlfunktion und Konvergenzexponent

	Der Produktsatz von Hadamard

	Die Gamma-Funktion
	Die Gauß-Darstellung der Gamma-Funktion
	Die Produktentwicklungen von Euler und Weierstraß
	Eulers Integraldarstellung
	Die Stirling-Approximation
	Exkurs: Die Summenformel von Abel–Plana
	Die Stirling-Formel

	Die Multiplikationsformel
	Das Schlüsselloch-Integral
	Charakterisierungssätze

	Die Laplace-Transformation
	Die Laplace-Transformation
	Definition
	Konvergenz
	Rechenregeln

	Die Umkehrformel
	Satz von Lerch
	Die Umkehrformel
	Anhang: Beweis vom Lemma

	Ein Stetigkeitssatz
	Randverhalten
	Die Mellin-Transformation

	Die Zeta-Funktion
	Definition und Funktionalgleichung
	Das Hadamard-Produkt
	Die exakte Formel
	Der Primzahlsatz

	Elliptische Funktionen
	Ein Spielbeispiel
	Der Arkussinus
	Periodische Funktionen

	Elliptische Integrale
	Elliptische Funktionen
	Perioden und Gitter
	Die Liouville'schen Sätze

	Die Weierstraß'sche elliptische Funktion
	Konstruktion einer elliptischen Funktion
	Die Weierstraß-Gleichung

	Die j-Invariante
	Das Doppelverhältnis
	Die j-Invariante

	Der Körper der elliptischen Funktionen
	Additionssätze

	Modulformen
	Gitterfunktionen
	Der Fundamentalbereich
	Modulformen
	Modulformen
	Eisensteinreihen
	Die Diskriminante
	Die j-Invariante

	Der Struktursatz
	Nullstellen von E4 und E6
	Der Struktursatz
	Die Valenzformel

	Die Lambda-Funktion
	Die Weierstraß'schen Halbperioden-Werte
	Die Lambda-Funktion
	Der Satz von Picard

	Thetafunktionen
	Theta-Transformationsformel
	Der Vier-Quadrate-Satz
	Das Jacobi-Tripelprodukt



