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0. Was ist Funktionentheorie?

Funktionentheorie ist Analysis iiber C, der Korper der komplexen Zahlen. Man
beschaftigt sich in der Funktionentheorie hauptsachlich mit holomorphen Funktionen,
also Funktionen, die auf der komplexen Ebene (oder eine Teilmenge davon) definiert
sind, komplexe Werte annehmen, und in jedem Punkt eine komplexwertige Ableitung
besitzen.

Die Differenzierbarkeit im Komplexen verhélt sich grundlegend anders als in der
reellen Analysis. Wir werden insbesondere sehen, dass holomorphe Funktionen automatisch
analytisch sind - das heifit, unendlich oft stetig differenzierbar und lokal um jeden Punkt
eine Darstellung als Potenzreihe besitzen.

Funktionentheorie hat viele Anwendungen in anderen Bereichen der Mathematik,
zum Beispiel in der Algebra (Fundamentalsatz der Algebra: jedes nichtkonstante Polynom
tiber C besitzt eine Nullstelle) und in der Zahlentheorie (Verteilung der Primzahlen und
die Riemann’sche Zetafunktion), sowie praktische Anwendungen wie die Berechnung
reeller Integrale.



1. Komplexe Zahlen

1.1. Der Korper C

Als additive Gruppe definieren wir C := R2. Fiir ein Tupel (a,b) verwenden wir aber
so gut wie immer die Schreibweise

a+bi e C.

Die Multiplikation in C ergibt sich aus Kommutativitat, Assoziativitat, den Distributivgesetzen
und der Vorschrift
i* = —1.

Das heifit explizit:
(a,b) - (c,d) := (ac — bd,ad + bc)

bzw.

(a+bi) - (c+ di) := (ac — bd) + (ad + be)i.

Dass diese Vorschrift kommutativ und assoziativ ist und die Distributivgesetze
gelten, kann man nachrechnen. Die reellen Zahlen findet man in C als Unterkorper
der Elemente a + 07; das Einselement in C ist insbesondere 1 = 1 + 0s.

Diese geometrische Darstellung der komplexen Zahlen nennt man die Gauf3sche
Ebene. Die Addition zweier komplexer Zahlen visualisiert man sich in der Ebene
genauso wie die von reellen Vektoren:

21+ 29
i
<1
Die Invertierbarkeit eines Elements x + iy = (x,y) € C ist die Frage nach einer

Losung a + bi von
(a+ bi)(z +iy) = 1.

Das ist gleichbedeutend mit

(-G 06 -6)



d.h. mit der Losung eines linearen Gleichungssystems.
Da die Matrixdeterminante hier

det (:13 _y) = 22 4 ¢
y

ist, existiert immer die (eindeutige) Losung, wenn x + iy bzw. (x,y) ungleich 0 ist.
Damit ist C ein Korper.

Bemerkung 1.1. Die Matrix (5 _:L_y aus der Rechnung oben ist genau die Darstellungsmatrix

der ,Multiplikation-mit-(z + iy)“-Abbildung, d.h. der linearen Abbildung
C—C, (a+1ib)— (a+1ib)- (z+iy)
bzgl. der Standardbasis {1,i}. Die Spalten stellen also die komplexen Zahlen
l-(z+iy) =x+1y, i-(x+iy)=—-y+ix
dar.
Bemerkung 1.2. In der Algebra wird der Korper der komplexen Zahlen durch
C =R(i) = R[X]/(X*+1)

definiert, d.h. die Adjunktion einer Quadratwurzel von —1 zu R. Das entspricht
der Definition in der Funktionentheorie nicht genau. Denn hier wird eine der zwei
Quadratwurzeln von (—1) ein fiir alle Mal gewéhlt, und zwar i := (0, 1).

Damit ist C ein orientierter Vektorraum tiber R. Die Basis {1,7} ist positiv
orientiert; die Basis {1, —i} dagegen negativ orientiert.

Definition 1.3. Fiir z = x + iy € C ist die komplex konjugierte Zahl

z:=x—1y€C.

Es gilt dann
z-Z=(x+iy)(z —iy) =2* +y* € R.

Falls z # 0, ist z - Z auch # 0 und es gilt

z x Y

= — i.
2.7 xr4yr a? 4y

1
z

Man hat auch die einfachen Formeln




Definition 1.4. Den Absolutbetrag |z| definiert man {iber die (Euklidische)
Norm auf R?: fiir z = x + iy ist

2] = |z +iy| = |[(z,9)ll = Va? + 92 = Vz - =

Wenn z = x + 1y, gilt nach Konstruktion
|z < |z und Jy| <|z].
Wir haben auch die Dreiecksungleichung: fiir zq, 25 € C ist
|21+ 22| < |21 + |22

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen hat auch eine geometrische Bedeutung.
Dazu fithren wir die Polarform ein:

e N

Definition 1.5. Sei z =z +iy € C, 2z # 0.

Ein Argument 0 = arg(z) von z ist eine reelle Zahl, die den Winkel zwischen z
und dem Strahl R, beschreibt.

Der Hauptwert Arg(z) des Arguments ist das Argument 6 mit

- <0 <.
Die Polarform von z ist die Darstellung

z=rcos(d) +irsin(f), r:=|z|, 6 = Arg(z).

Im
A
vyl z =z+ay
| = 1 cos(f) + irsin(0)
r ‘
0 i R
0 P

Die Argumente von z € C\{0} sind also genau
arg(z) = Arg(z) +2mn, n € Z.
Fiir eine komplexe Zahl in Polarform

z = rcos(#) + irsin(0)



ist nach Definition Re[z] = 7 cos(f), Im[z] = rsin(f). Die Umkehrung ist

z=x+ 1y
: 0;
— r=+/22+4+y% tanf = yle: A0
t+oo: x=0.

Beispiel 1.6. Fiir 2 = 1+ gilt: [2] = V2, Arg(z) = T und

m m 9 177w
arg(z) ={...,——, =, —, —, ... }.
44 47 4

Lemma 1.7. Seien 21,29 € C\{0}. Dann gilt:
|2122] = |21 - |22],

Arg(z122) = Arg(z1) + Arg(z) mod 27.

Beweis. Mit

zZ1 = X1 + Zyl =" COS(¢91) =+ i?"l sin(@l)
2o = Xy + 1Yo = 1o cos(fy) + irg sin(6s)
ist
212y = (01092 — y1y2) + i(21y2 + T2y1).
Man verwendet die Additionssatze
cos(fy + 63) = cos(fy) cos(hy) — sin(6;) sin(6s);
sin(6y + 62) = sin(6;) cos(6a) + cos(6;) sin(6s).
Das fithrt zu
Z1R%9 = T1T2 COS(Ql T 02) aF iTng Sin(81 = ‘92),

also |z129] = r1ry und Arg(z122) = 61 + 65 mod 27. O]

Mit anderen Worten: bei der Multiplikation komplexer Zahlen werden Absolutbetriage
multipliziert und Argumente addiert.



2129 = 11y €H01102)

Beispiel 1.8. Geometrische Figuren in der Ebene lassen sich auch durch Gleichungen
in den Variablen z und Z beschreiben. Wir listen hier einige niitzliche Beispiele auf:

(i) Der Kreis mit Mittelpunkt a € C und Radius r > 0 ist
K.(a) ={z€C: |z—a|] =71}
Mit a = a + i bedeutet diese Gleichung
2 —af = (z—a)’+(y—p)* =1~
(ii) Die offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt a € C und Radius r > 0 ist
By(a) ={z€C: |z—a| <r}.
Wir schreiben oft € = und nennen B.(a) die e-Umgebung von a.
(iii) Die Gerade von a € C nach b € C (mit b # a) ist
(:={z=a+(b—a)t: teR}

Diese Gerade teilt die komplexe Ebene in eine linke und eine rechte Halbebene auf:

H; .= {zE(C: Im[z:ﬂ >0};

H, := {z eC: Im[%} < 0}.

Links bzw. rechts bezieht sich dabei auf die Fahrtrichtung. Auf einer Fahrt von a nach
b entlang ¢ siecht man H; bzw. H, aus dem jeweiligen Fenster.

1.2. Algebra in C

C ist ein natiirlicher Grundkorper fiir die Untersuchung von Nullstellen von Polynomen.
Aus historischer Sicht wurden komplexe Zahlen genau deswegen definiert. Wir haben
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es hier nur mit Nullstellen spezieller Polynome zu tun. Fiir den Beweis des allgemeinen
Fundamentalsatzes der Algebra brauchen wir etwas mehr Funktionentheorie.

Proposition 1.9. Seia € C, a # 0 und n € N. Dann ezistieren in C genau n
paarweise verschiedene Losungen der Gleichung

Z = Q.

Zusatz: hat a die Polarform
a = rcos(f) + irsin(f),
dann sind die Losungen genau

_9+27rk

zp = %COS(0k>+i%Sin(9k>, ek s k:O71727"'7n_1’

Hier ist /7 die eindeutige nte Wurzel von r in R.
Zusatz 2: die Gleichung z" = 0 hat genau eine Losung in C, und zwar z = 0.

Beweis. Sei

z = pcos(p) + ipsin(p) = p(cos(p) + isin(p))
eine komplexe Zahl in Polarform. Nach dem Moivreschen Satz ist

2" =p" ( cos(p) + isin(gp))n
= p" cos(ny) + ip" sin(ny).
Also ist 2" = a genau dann, wenn
p"=r und cos(ny) = cos(f), sin(ny) = sin(0).
Mit anderen Worten, genau dann, wenn p = {/r und
ne=60+2rk, keZ

bzw.

_9+27Tk
N n

© mod 27. O

Beispiel 1.10. Fiir den Hauptzweig der n-ten Wurzel /- gilt
1
[Vl = Vlzl, Arg(Vz) = —Arg(z), = € C\{0}.

Und /0 kann nur 0 sein. In der Funktionentheorie ist das Symbol {/- mit viel Vorsicht
zu benutzen!



Beispiel 1.11. a = 7 hat Betrag 1 und Hauptargument Arg(i) = 5. Da

cos(bm/4) = sin(bm/4) = — L

cos(m/4) = sin(mw/4) = 7

1
\/57
sind die zwei Quadratwurzeln

1 , 1 ,
20=—7(141), 2z=—F7(1+1).

V2 V2

Bemerkung 1.12. Das quadratische Polynom 22—2pz—gq hat die komplexen Nullstellen

z=pEtp*+gq

(also 2 Nullstellen, wenn ¢ # —p? und eine sonst). Der Beweis ist einfach.
Diese p-q Formel ist seit der Antike bekannt, wurde aber anscheinend nicht ins Komplexe
ibertragen.

Historisch hat erst das deutlich schwierigere Problem fiir kubische Polynome zu den
komplexen Zahlen gefiithrt. Fiir die Nullstellen des Polynoms 23 + 3pz — 2¢ entdeckte
manﬂ die folgende Formel:

zzf’/qu p3+q2+§/q—\/p3+q2-

Jetzt kommt man ans Komplexe nicht mehr vorbei, denn auch fiir reelle p, ¢ und reelle
Nullstellen konnen in dieser Darstellung Quadratwurzeln negativer Zahlen vorkommen.

Diese Formulierung der kubischen Formel ist ungenau oder sogar falsch, weil das
Symbol /- mehrdeutig ist. Man muss die Zweige von /- passend wahlen, sodass es
(hochstens) drei Nullstellen gibt. Das Problem wird auf den Ubungszettel verschoben.

1.3. C als topologischer Raum

Die Topologie von C ist dieselbe wie die von R%. Zur Vollstindigkeit schreiben wir
einiges aus.

Definition 1.13. Eine Folge (a,),eny komplexer Zahlen heiit konvergent mit
Limes

a = lim a,,
n—0o0

falls
Ve>03dN.eN: n>N, = |a,—a|] <e.

\. J

Nach unserer Identifikation von C mit R? ist das genau der Konvergenzbegriff auf
R?. Aus den Eigenschaften von Grenzwerten in R? folgen sofort die folgenden Lemmata:

!Cardano, del Ferro oder Tartaglia. Die Entdeckung der kubischen Formel ist einer der bekanntesten
Prioritatsstreite der Mathematik.
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Bemerkung 1.14. (i) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.
(ii) Eine konvergente Folge ist auch beschrankt, d.h. es gibt M > 0 mit |a,| < M Vn.
(iii) Fiir zwei konvergente Folgen (ay,)n, (bn), gilt

lim (an + bn) = < lim an> + < lim bn>;

n—oo n—oo n—oo
lim (a,b,) = ( lim an> . < lim bn>;
lim @, = lim ay,; lim |a,| = ‘ lim a,|;
Re[ lim an} = lim Rela,); Im[ lim an] = lim Im[a,;
n—oo n—oo n—o0 n—oo

und wenn lim,, . a, # 0, dann ist a,, # 0 fiir jedes hinreichend grofie n und

) 1
lim — = ———.
n—=00 Oy, limy, 00 ap

(iv) Eine Folge (a,,), konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchy-Folge ist, d.h.

Ve>03dN.eN: m,n>N, = |a, —a,| <e.

Definition 1.15. Unter einer unendlichen Reihe }"°  a, versteht man den
Grenzwert der Folge der Partialsummen

N
SN ‘= E (07
n=1

Die Reihe heifit konvergent, wenn die Folge (sy)nen konvergiert, und in diesem

Fall definiert man -

g a, = lim sy.
N—o0

n=1

Die bekannten Konvergenzkriterien fiir Reihen gelten in C genau wie in R:
Majorantenkriterium, Quotientenkriterium, Wurzelkriterium. Wenn ) | a,, konvergiert,
ist notwendig (a,),, eine Nullfolge, d.h.

lim a, = 0.
n—oo

Die Umkehrung bleibt falsch. Man hat auch den Begriff der absoluten Konvergenz:

Z a,, konvergiert absolut < Z |a,| konvergiert.

n=1 n=1

Wie in R konvergiert > °  a, genau dann absolut, wenn jede umgeordnete Reihe
Y oo | Gg(n) auch konvergiert (und zwar gegen den Wert von > | a,,).

11



Bemerkung 1.16. Schreibt man a, = =z, + iy, mit x,,y, € R, dann folgt aus
Bemerkung [1.14{(iii): > 7, a, konvergiert genau dann, wenn » >z, und > >~ y,
konvergieren, und in diesem Fall ist

gan: <gxn> —H'(gyn).

Beispiel 1.17. Die geometrische Reihe )"~ ™ konvergiert (absolut) genau dann,
wenn |r| < 1. Der Grenzwert ist

[e§) . 1
dor =1

n=0

Definition 1.18. (i) Die offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt ¢ € C und
Radius r > 0 ist
Bl (a):={2€C: |z—a| <r}.

(ii) Eine Menge U C C heifit offen, wenn zu jedem a € U ein r = r, > 0 existiert
mit By (a) C U.

(iii) Eine Menge A C C heiit abgeschlossen, wenn das Komplement C\ A offen
ist.

(iv) Eine Menge B C C heifit beschrankt, wenn sup, g |2| < co. Mit anderen
Worten, B ist beschrankt, wenn B in eine offene Kreisscheibe Br(0) um 0
enthalten ist.

Man erinnere sich an den folgenden Satz der reellen Analysis:

Satz 1.19 (Bolzano—Weierstra8, Heine-Borel).

Fiir eine Teilmenge K C C sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:

(i) K ist beschrankt und abgeschlossen;

(ii) Jede Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K;

(111) Jede offene Uberdeckung von K (d.h.  Familie offener Mengen, deren
Vereinigung K enthdlt) besitzt eine endliche Teiliberdeckung.

In diesen Fdllen heifst K kompakt.

Als Letztes brauchen wir den Begriff eines Gebietes.

Definition 1.20. (i) Eine Menge Z C C heifit wegzusammenhangend, wenn
es zu je zwei Punkten z,y € Z einen Weg von = nach y gibt; d.h. eine stetige
Funktion f:[0,1] — Z mit f(0) =2 und f(1) = v.

(ii) Eine offene wegzusammenhéngende Menge D C C, D # () heifit Gebiet.

12



Lemma 1.21. Sei D C C offen, D # 0. Dann sind dquivalent:
(1) D ist ein Gebiet;
(11) D besitzt keine Darstellung als disjunkte Vereinigung

D=UuUV

mit offenen Teilmengen U,V C C, U,V # (.

J

(ii) ist die Definition einer zusammenhéngenden (nicht wegzusammenhéngenden)
Teilmenge.

Das ist ein Spezialfall der folgenden Tatsache: fiir offene Teilmengen des R™ stimmen
Zusammenhang und Wegzusammenhang iiberein. Wir iiberspringen den Beweis.

13



2. Komplexwertige Funktionen

2.1. Stetige Funktionen

Sei D C C eine Teilmenge und f : D — C eine Funktion.
Es gibt dann eindeutig bestimmte Funktionen

u=Re[f]: D =R, v=Im[f]: D — R,
sodass f = u + iv. Wir fassen v und v als reelle Funktionen
u,v:DCR?—R
auf. Diese Notation wird im Folgenden immer wieder verwendet.

Fiir einen Haufungspunkt zy € D (d.h. jede e-Umgebung von z, enthélt unendlich
viele Elemente von D) und eine Funktion f : D — C verwendet man die Schreibweise

lim f(2) = a,

Z—r20

falls fiir jede Folge (zy,), in D mit Grenzwert lim,, o 2, = 2o gilt: lim, o f(2,) = a.

Definition 2.1. Sei D C C eine Teilmenge und z; € D ein Haufungspunkt.

(i) Eine Funktion f : D — C heifit stetig in zo, wenn lim,_,,, f(z) = f(z0) gilt.
(ii) Angenommen, jeder Punkt von D ist Haufungspunkt (z.B. D offen). Dann
heifit f: D — C stetig, wenn f in jedem Punkt z € D stetig ist.

Genau wie iber R kann man Stetigkeit in z durch eine -0 Formulierung ausdriicken:

fstetiginz & Ve >030>0: |w—2z|<dundw e D = [f(w) — f(2)] <e.

Lemma 2.2. Sei D C C eine Teilmenge und f = u+iv : D — C eine Funktion.
Dann sind dquivalent:

(1) f ist stetig in zo = xg + 1Yo € D;

(11) Die Funktionen u = Re[f] und v = Im[f] sind stetig in (xq,yo);

(11i) Die Funktion

F=(u,v):R* —=R? (z,y) = (u(z,y),v(z,y))

ist stetig in (zo,Yo)-

14



Beweis. Sei (z,), eine konvergente Folge in D mit Grenzwert z. Dann konvergiert die
Folge f(z,) genau dann, wenn u(z,) und v(z,) konvergieren, und

Jim f(ea) = (fim () + i fim o).

Damit sind (i) und (ii) dquivalent.
(ii) = (iii) ist reelle Analysis. O

Lemma 2.3. Seien f,g: D — C stetige Funktionen. Dann sind auch f + g und
f g stetig. Ist g(z) # 0 auf D, so ist auch 5 stetig.

Beweis. Das beweist man genau wie im Reellen. [

Beispiel 2.4. (i) Jedes Polynom p(z) = Y. a,2" definiert eine stetige Funktion
p:C— C.

(ii) Die Funktionen f(z) = |z|, f(2) = Re[z] und f(z) = Im[z] sind stetig.

(iii) Das Hauptargument, als Funktion

fC\{0} — C, f(z) = Arg(2),

ist nicht stetig auf der Halbachse R_g. Zum Beispiel ist Arg(—1) = 7, aber fiir jede
konvergente Folge z, — —1 mit Im(z,) < 0 findet man lim,,_,,, Arg(z,) = —.

Die Grenzfunktion einer gleichmdffig konvergenten Folge stetiger Funktionen ist
stetig. Wir wiederholen den Begriff der gleichmafligen Konvergenz aus der reellen
Analysis:

e 3N

Definition 2.5. Sei A C C und sei f,, : A — C eine Folge von Funktionen. Dann
konvergiert f, gegen eine Grenzfunktion f: A — C gleichméafig, falls

Ve > 03N, € N sodass n > N. = sup|fu(z) — f(2)| <e.

z€A

Eine Reihe ) 7, f, iiber Funktionen f, : A — C konvergiert gleichméaflig, wenn
das fiir die Folge der Partialsummen sy = 25:1 fn gilt. Sind dabei alle f,, stetig, so
ist dann auch die Grenzfunktion >~ | f,, stetig. Die Konvergenz heiit gleichmdfig
absolut, wenn die Reihe >~ 7 | f,,| gleichmé&Big konvergiert.

In der Praxis verwendet man oft den Weierstra’schen M-Test, um die gleichmaflige

Konvergenz einer Funktionenfolge zu beweisen; das heifit, man verwendet den stéarkeren
Begriff der normalen Konvergenz.

15



Definition 2.6. Sei A C C eine Teilmenge und f,, : A — C eine Funktionenfolge.
Die Reihe Y >° | f, heiBit normal konvergent auf A, wenn die Reihe

o

S sup|fu(2)

n—1 zEA

konvergiert.

Mit anderen Worten: > >°  f, konvergiert normal auf A genau dann, wenn es
Konstanten M, € R., gibt, sodass >~ M, < oo konvergiert und |f,(z)| < M,
fir z € A.

Lemma 2.7 (Weierstra’scher M-Test). Sei >, f, eine auf A C C
normal konvergierende Funktionenreihe. Dann konvergiert die Reihe Y " | fy
gleichmag$ig absolut.

2.2. Komplexe Differenzierbarkeit

Sei D C C eine offene Teilmenge.

Definition 2.8. (i) Eine Funktion f : D — C ist in einem Punkt zp € D
(komplex) differenzierbar, wenn der Grenzwert

Fz9) = lim L) =G0

2—20 zZ— 2

existiert.
(ii) Die Funktion f heit holomorph in D, wenn f in jedem Punkt zy € D
komplex differenzierbar ist.

Das heifit: fiir jede Folge (z,), in D mit Grenzwert z, existiert der Grenzwert

lim f(2n> — f(ZO)
n—00 Zn — 20

und der Wert darf nicht von der Folge abhangen.

Beispiel 2.9. Die Funktion f(z) = 2" ist komplex differenzierbar in jedem Punkt
20 € C. Die Ableitung ist
2" — zy

f'(20) = lim = lim (2" 2" P+ bz R ) = g
Z—20 2 — ZO Z—r20

Die aus der (reellen) Analysis bekannten Rechenregeln gelten auch fiir die komplexe
Ableitung. Sind f,g : D — C differenzierbar in zy € D, so sind auch f + g und f g
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differenzierbar und

(f +9)(20) = f'(20) + 9 (20), (f-9)(20)=f(20)9(20) + f(20)9(20)-

Lemma 2.10. Sei f : D — C eine Funktion und zo € D. Dann sind dquivalent:
(1) f ist in zo differenzierbar mit Ableitung a = f’'(2o);

(i1) f ist linear approzimierbar: es gibt eine in zy stetige Funktion ¢ : D — C
mit p(20) = a und

£(2) = f(z0) + 9(2)(z = %), 2 €D.

Beweis. (i) = (ii) Es kann nur eine Definition fiir ¢ geben:

f(z)—f(20) . .

e 2T A
p(z) = { 0

a: zZ = 2p.

Nach der Definition der Differenzierbarkeit von f ist ¢ stetig in z.
(ii) = (i) Umgekehrt folgt aus f(z) = f(20) + ¢(2)(z — 2o) fiir jede Folge (2,), in D

mit Grenzwert zy,
tim PE G iy ) = o),

n—oo Zn — 20 n—oo

da ¢ stetig in zj ist. O]
Korollar 2.11. Fine in zg komplex differenzierbare Funktion f ist dort stetig.

Beweis. Nach Lemma hat f die Darstellung

f(2) = f(z0) + ¢(2)(z — )

und ¢ ist stetig in 2. Damit ist auch f stetig in z. O]

17



Lemma 2.12. Se: D C C offen, zg € D und seien f,qg : D — C in zy komplex
differenzierbare Funktionen.
(i) f+ g ist in z differenzierbar und

(f +9)(20) = f'(20) + ¢'(20)-
(i1) f - g ist in z differenzierbar und
(f - 9)'(20) = f'(20) - 9(20) + f(20) - g'(20).

(i11) Falls g(z) # 0 auf D, so ist % in 2o differenzierbar und

(i)l (z0) = f'(#0)9(20) — f(20)9'(20)
g

9(20)?

Der Beweis ist ahnlich wie in der reellen Analysis. Man schreibt

f(2) = f(20) +ws(2)(2 — 20),  9(2) = g(20) + pg(2)(2 — 20)

mit in 2z, stetigen Funktionen ¢y, ¢, und erhalt Darstellungen fiir f + g, f - g und g.

Lemma 2.13 (Kettenregel). Seien D,E C C offen, f : D — E komplex
differenzierbar in zg € D und g : E — C komplex differenzierbar in f(zo) =: wo.
Dann is g o f komplex differenzierbar in zy, und

(90 f)(20) = ¢'(wo) - f'(20)-

Beweis. Nach Lemma existieren in zy bzw. wy stetige Funktionen ¢y : D — C,
0g : B — C mit

f(2) — f(20) = pr(2)(z — 20), g(w)— g(wo) = pg(w)(w —wp), z€D, weE.
Das fuhrt zu

9(f(2)) = 9(f(20)) = ¢y(f(2)) - (f(2) = f(20))
= ¢y(f(2))er(2)(z = 20)
= @(2)(z — z).

Die Funktion ¢(z) = ¢4(f(2)) - ¢s(2) ist dabei stetig in 2, da f und ¢, dort stetig sind
und ¢, in f(zp) stetig ist. Nach Lemma ist go f komplex differenzierbar in 2z und

(g0 ) (20) = ¢(20) = ©g(f(20))p5(20) = ¢'(w0) f'(0). O
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Als Letztes iibersetzen wir den Begriff der komplexen Differenzierbarkeit in die
Sprache der reellen Funktionen u = Re[f] und v = Im[f].

Satz 2.14 (Cauchy-Riemann-Gleichungen). Sei D C C und f : D — C. Man
schreibe

flx +iy) =u(z,y)+i-v(z,y), z+iy€ D.
Dann sind dquivalent:
(i) f ist in zo = xo + 1yo komplex differenzierbar;
(11) w und v sind in (zo,yo) (total) differenzierbar und

Oxu(z0,Yo) = Oyv(xo,y0) und Oyu(xo,yo) = —0zv(To, Yo)-

In diesem Fall gilt
f'(20) = Opu(x0, yo) + 10:v(x0, o).

Das kann man so verstehen: Die Jacobi-Matrix einer allgemeinen total differenzierbaren
Funktion F(x + iy) = u(z,y) + iv(z,y), aufgefasst als Funktion F : R? — R? ist

_ (Ou Oyu
DF(x0,y0) = (&EU ay,U> .
F erfiillt die Cauchy-Riemann-Gleichungen genau dann, wenn DF' die Form
O, —O0,v
DF(zo,10) = (awv O, >
hat. Das ist genau die Matrix, die die komplexe Zahl

Dxu(xo,Yo) + 100(0,y0) = f'(20)

darstellt!
Falls f'(zo) # 0, ist DF(xg,yo) von der Form

() iy )

insbesondere orientierungstreu und winkeltreu.
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Im(z) Im(z)

Re(z) Re(z)

(a) f(z) == (b) f(z) = 22

Figur 2.1: Geraden Re[z] = ¢ (blau) und Im[z] = ¢ (rot) und ihre Bilder unter der
Abbildung z — 22. Wegen der Winkeltreue der Abbildung z — 22 auerhalb von z = 0
schneiden sich die Kurven orthogonal.

Im(z) Im(z)

Re(z) Re(2)

(a) f(z) == (b) f(z) = 22

Figur 2.2: Hoéhenlinien von u = Re[f] (blau) und v = Im[f] (rot). Wegen der
Winkeltreue schneiden sich auch diese Kurven auflerhalb von z = 0 orthogonal.
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Beweis. Nach Definition gelten die folgenden Aquivalenzen:

f ist komplex differenzierbar in zg und a = a + i8 = f'(20)

f(z0+ h) — f(20)

& g = lim
h—0 h

- T f(zo+h) — f(20) — ah _0

h—0 ’h’
- e [u(mo + Ry, Yo + hy) — u(2o, yo) — (ahy — Bhy)

(hahy)—(0,0) | (P, Pyl

- (20 + Py Yo + hy) — (20, Y0) — (Bhe + ahy)] .
+ 7 - — 0
[| (R, hy) |

In der letzten Gleichung schreiben wir h = h,+ih, und ah = (ah,— hy)+i(ah,+5h,).
Die Existenz der letzten beiden Grenzwerte ist genau die (totale) Differenzierbarkeit
von v und v mit

Vu= (0,u Opu)=(a —p),
Vo= (8,v )= (8 ). N

Korollar 2.15. Sei D C C ein Gebiet. Sei f: D — C mit f'(z) = 0Vz € D. Dann
ist f konstant.

Beweis. Man schreibe f = u + 4v. Dann sind v und v total differenzierbar auf D und
mit

0= f'(2) = Opu+ 10,0 = Oyv — iOyu, z€ D
sehen wir, dass Vu und Vv auf D identisch verschwinden. Auflerdem ist D

zusammenhéangend. Nach einem Satz aus der reellen Analysis sind u und v konstant;
daher ist auch f konstant. O]

2.3. Potenzreihen

Definition 2.16. Eine formale Reihe der Form

o0

P(z) := ch(z —a)", c¢paeC

n=0

heifit Potenzreihe mit Entwicklungspunkt a.

Es kann sein, dass die Reihe Y ¢,(z — a)" fiir irgendwelche komplexe Zahlen
z # a konvergiert. Fiir solche z kann man P(z) als Funktionsvorschrift betrachten.
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Das wollen wir aber (noch) nicht verlangen.

Fiir ein fest gewéhltes a € C bezeichnen wir mit

Cllz —a|] = {chz—a (cn)ngC}

die Menge aller Potenzreihen mit Entwicklungspunkt a. Man hat eine Einbettung

C g CHZ - a’Hu
die ¢ € C mit der konstanten Potenzreihe
P(Z) = Cn(z — a)n7 Co =¢C, Cp = 0 (n Z ]_)
n=0

identifiziert.

Proposition 2.17. (i) C[|z — a|] ist ein kommutativer Ring mit 1. Die 0- und
1-Elemente sind die konstanten Potenzreithen 0 und 1. Die Addition ist

o0 oo o0

Z cn(z —a)" + Z dp(z —a)" = Z(cn +d,)(z—a)"

n=0 n=0 n=0

und die Multiplikation ist durch das Cauchy-Produkt gegeben:

(Sote-ar)- (Sat-er) = S ( T aa)c-or

n=0 n=0 4,j >0
i+j=n

(ii) Eine Potenzreihe Y .~ ¢,(z — a)™ ist genau dann in C[|z — a|] invertierbar,
wenn co # 0.

Beweis. (i) Nachrechnen.
(ii) Die Existenz einer inversen Potenzreihe Y °  d,(z — a)" ist gleichbedeutend mit

(chz—a > (Zd z—a) )zi(ZQd)(z—a) =

n=0 = i,j>0
i+j=n
also die Losbarkeit der Gleichungen
codp =1 und Z cd; =0Vn > 1.
i+j=n

Aus cody = 1 folgt notwendig ¢y # 0. Umgekehrt: wenn ¢ # 0, dann findet man durch
Induktion iiber n immer eine eindeutige Losung der jeweilige Gleichung:

d() = ]_/C()
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und

Codn = Z Cz‘dj = Z Cz‘dj =0 = dn = —iznjczdn_z ]
i+j=n i+j=n “ o

Lemma 2.18. Sei P(z) = Y °  co(z — a)” eine Potenzrethe. Angenommen,
P(w) konvergiert fiir irgendein w € C mit py := |w — a| > 0.
Dann konvergiert P gleichmdf$ig absolut auf jeder kompakten Kreisscheibe

By(a)={2€C: |z—al] <p}, 0<p<po.

Beweis. Wenn P(w) konvergiert, dann bilden die Terme c¢,(w — a)" in P(w) eine
Nullfolge. Wir finden daher eine Schranke M > 0, sodass

lenlpt = |en(w — a)"| < M fiir jedes n.

Also |¢,| < M/py. Auf jeder kompakten Kreisscheibe 2z € B,(a) mit p < py erhalten
wir

enz = )" < lealp™ < M (£)" = o,

Po
Die Reihe Y7 | iy, ist eine konvergente geometrische Reihe. Nach dem Weierstrafi’schen
M-Test konvergiert P(z) gleichméBig absolut auf B,(a). O

Satz 2.19 (Satz von Cauchy-Hadamard). Sei P(z) = > 7 c,(z — a)" eine
Potenzrethe.  Dann existiert ein eindeutig bestimmter Konwvergenzradius
r € Rsg U {00}, sodass:

(1) P(z) konvergiert absolut fir |z — a| < r;

(ii) P(z) divergiert fiir |z —a| > r.

Die Konvergenz ist gleichmdafig absolut auf jeder kompakten Kreisscheibe

{z€C: |z—a|<p}, p<r
Der Konvergenzradius ergibt sich aus der Formel (Wurzelkriterium)

1

 limsup,_,.. /]ca|

Zusatz: Falls ¢, # 0 fiir alle hinreichend grofie n > N, dann gilt auch die Formel
(Quotientenkriterium)

r

r= lim |¢,/cni1l,
n— oo

wenn dieser Grenzwert existiert. (r = oo ist hier auch erlaubt.)
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Fiir eine nach oben beschrénkte reelle Folge (ay,), ist limsup,,_, . a, das Supremum
der Grenzwerte ihrer konvergenten Teilfolgen. Man definiert limsup,,_, a, = 0o genau
dann, wenn (a,) unbeschrinkt ist.

Im Fall r = 0 (bzw. limsup,,_,., {/|c,| = 00) konvergiert die Potenzreihe P(z) nur
im Punkt z = a.
Im Fall r = oo (bzw. limsup,,_,., ¥/|c,| = 0) konvergiert P(z) fiir jedes z € C.

Beweis. Die Eindeutigkeit von r (wenn es existiert) ist klar. Sei
1
ro= :
lim sup,,_, ., V/|cx|

Wir zeigen, dass r (i) und (ii) erfiillt:
(i) Angenommen, r > 0. Sei 0 < p < r beliebig und sei py mit p < py < r. Da

1 1
— > — = limsup {/|cy|,
r

pO n—00

folgt pio > {/|c,| fir alle bis auf endlich viele n, etwa fiir n > Ny. Dann gilt |c,| < [po] ™"
Auf der kompakten Kreisscheibe |z — a| < p gilt dann

len(z — a)?| < (ﬁ) >N,
Po

Die Reihe »_ -y (p/po)" konvergiert als geometrische Reihe. Nach dem
Weierstrafi’schen M-Test konvergiert Y ¢, (z —a)” gleichméfBig absolut auf |z —a| < p.
(ii) Angenommen, r < co. Sei z € C mit |z — a] > o und sei p > 0 eine Zahl mit

n—oo

gilt |c,| > p~" fiir unendlich viele n. Fiir die Partialsummen

P.(z) = ch(z —a)*

zu diesen Indizen n findet man:
|Pn(z> - Pn—l(z)| = |CN(Z - a)n| > |Cn|pn > 1

Insbesondere ist (P,), keine Cauchy-Folge und ) >°  c,(z — a)" divergiert. O
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Beweis vom Zusatz: angenommen,
p = lim |c,/cpi1] € RU {0}
n—o0

existiert. Falls p < oo und o > p, ist dann |c¢,|/|c,41| < o fiir alle bis auf endlich viele
n (etwa n > Np). Also |c,| > 07 e, 1] > ... > ™07 cy, | und

1
— = limsup {/|c,| > o' - limsup {/oM|cy,| = o7t
r

n—oo n—oo

Nach dem Ubergang zum Infimum iiber ¢ erhalten wir % >
Falls p > 0, so zeigt man analog fiir jedes o < p:

1
— = limsup /|c,| <071,
,

n—o0

und r < p.

=

also L <1 und r > p-
T

1

P
Es gibt keine allgemeine Quotientenkriterium-Variante des Satzes von Cauchy—

Hadamard. Wenn der Limes lim,, o |¢,|/|Cns1| nicht existiert, dann konnen wir keine

Aussage treffen.

Man kann zum Beispiel Potenzreihen der Form

) [eS) 1
2n 2n+1
g Con 2" + E —_—z
|
— — (2n +1)!

konstruieren, die ein ziemlich beliebiges Konvergenzverhalten aufweisen.

Beispiel 2.20. (i) Die geometrische Reihe >~ 7 2" hat Konvergenzradius r = 1.

(ii) Die Reihe Y77, 25 hat auch den Konvergenzradius r = 1.

(iii) Die Reihe ) 2 (n!)z" hat Konvergenzradius r = 0. Das heifit: diese Reihe
konvergiert fiir keine Zahl z # 0.

Fiir die Funktionentheorie sehr wichtig ist der folgende Satz.

Die formale Ableitung einer Potenzreihe >~ ¢, (z—a)™ ist die Reihe Y > | ne,(z—a)™ 1,

das formale Ergebnis der gliedweisen Anwendung von . Fiir konvergente Reihen ist

dz
das tatséchlich die Ableitung:

Satz 2.21. Sei P(z) = Y " ca(z — a)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
r > 0. Dann definiert P(z) eine holomorphe Funktion auf der offenen
Kreisscheibe

D={zeC: |z—a|l <71},

und die Ableitung ist

P'(z) = Z nea(z —a)" .

Dabei ist P'(z) wieder eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r.
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Beweis. Der Einfachheit halber sei a = 0. (Im allgemeinen Fall ist

o
z+a E 2"

n=0
eine Potenzreihe bzw. Funktion, die dasselbe Holomorphie- und Konvergenzverhalten
wie P(z) aufweist.) Also P(z) = Y > c,2". Wir bezeichnen mit P,(z) die

Partialsummen
n

P.(z) = Z crz”

k=0
und mit R,(z) = P(z) — P,(z) die Restglieder.
Sei auflerdem Q(z) := > oo nc,2"'. Dann hat @ den gleichen Konvergenzradius r

wie P, nach der Formel von Cauchy-Hadamard:

lim sup 1/ |nc,| = limsup {/|c,| = o

n— o0 n—oo

Also konvergiert P.(z) = >_)'_, kcgz""! in der Kreisscheibe gegen Q).

Wir miissen ) mit den Differenzquotienten von P vergleichen. Seien dazu zy € D
und p mit |z9| < p < 7, sowie € > 0 beliebig. Fiir z mit |z| < p und z # 2, gilt:

D= oy
_ Po(2) + Ru(2) — Pa(20) — Ra(20) Q(z0)
= (PED) prg) + (P - Qe + L)

Wegen der Konvergenz von P, gegen () findet man ein N. € N sodass fiir n > N, gilt:

1P (z0) — Qao)| < 2=

Fiir den dritten Term gilt

Rn(z) — RH(ZO) _ 1 i ak( k k)

= PR
S S g}
(e o]
= > ap(FT 2 P 2+ Y,
k=n-+1

also (da |z|, |z0| < p)
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Da die Potenzreihe Y ;7 | |cx|k2"" in 2 = p < r konvergiert, existiert ein N. € N (ohne
Einschréankung der gleiche Index wie vorher, sonst vergrofern wir /V;) sodass fiir n > N,
gilt:

R,.(z) — Rn(ZO)‘ < S el kot < L
ZT A k=n+1 3

Die Partialsummen P, sind differenzierbar in z,. Man kann also ein beliebiges n > V.
wahlen und ein 6 > 0 finden, sodass

P.(z) — P,
|z — 20| <0 = |z| < pund ‘ (2) (o) _ P/l(zo)‘ <<
z— 2y 3
Dann haben wir insgesamt
P(z)— P
|z — 20| <6 = ’M —Q(zo)) <e.
Z— 20
Damit ist P(z) differenzierbar in z = z5 und P’(29) = Q(2). O

Satz gilt fiir die abgeleitete Reihe P’(z) ebenso. In der Tat sieht man nach
wiederholtem Anwenden vom Satz [2.21] dass P(z) = >.»° jcu(z —a)" auf [z —a| <7
unendlich oft komplex differenzierbar ist, und dass alle hoheren Ableitungen durch
konvergente Potenzreihen dargestellt werden:

P®) () = in(n —1D.c(n—k+Dey(z—a)"™, keN.

n=~k

Im Punkt z = a erhalt man insbesondere

P®(a) = k! c,
also (Taylor-Formel)
1

2.4. Exp und Log

'a 3

Definition 2.22. Die Exponentialfunktion ist die durch die iiberall
konvergierende Potenzreihe

dargestellte Funktion.

27



D1e Potenzreihe 7 | 52" hat tatsachlich den Konvergenzradius r = oo, denn: mit
Cn = m ist

1/n! ’_

i =|n+ 1] — oc.

_’1/

Lemma 2.23. (i) exp(z) ist holomorph auf ganz C und

cn—l—l

diz exp(z) = exp(z).

(i1) Fiir z,w € C gilt
exp(z + w) = exp(z) - exp(w).

(111) exp(z) # 0 fir alle z € C, und —— o = = exp(—2).
() Firz=xz+1iy € C (z,y € R) gzlt

| exp(z)] = €.

Insbesondere gilt || = 1.

Beweis. (i) exp(z) ist holomorph nach Satz [2.21] Die Ableitung ist

d (0.9} (0.9}
Eexp() Z% nz" 122(71—1 _Z—Z = exp(z

n=1 n=1

(ii) Sei w € C fest. Fiir die Funktion f(z) := exp(z)exp(w — z) gilt (nach (i),
Produktregel und Kettenregel)

f'(2) = exp/(z) exp(w — 2) — exp(2) exp'(w — 2)
= exp(z) exp(w — z) — exp(z) exp(w — 2)
= 0.

Da C ein Gebiet ist, ist f(z) konstant:
f(z) = f(0) = exp(w), z€C.
Also gilt exp(w) = exp(z) exp(w — z). Nach der Substitution w — z + w erhalten wir
exp(z + w) = exp(z) exp(w).
(iii) folgt aus (i) mit w = —z:
exp(z) - exp(—z) = exp(0) = 1.

(iv) Nach (ii) gilt A
exp(z) = exp(z +iy) = e” - .
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Man rechnet
|e¥]> = e e =¥ . e = VW = (),

also |e®| =1 und .
|exp(2)| = |e”] - [e¥] = |e*] = €". O

Definition 2.24. Fir z € C definiert man

1, . , 1 . .
cos(z) := —(e® +e %), sin(z): (e —e™™).

2 =9

Die Entwicklungen von cos(z) und sin(z) als Potenzreihen erhdlt man aus

— 1 — 1
er — Z —i"" e = Z _(_Z)nzn
n! n!

n=0 " n=0
Da
2:  n=0(mod4);
i"+ ()" =49 -2: n=2(mod4);
0: n ungerade;
ist ) . 6
z z z
COS(Z)_l—a Z—ai
Analog:
2 22 7
sm(z)—z—y—l—a—ﬁi

Insbesondere stimmen cos(z) und sin(z) (x € R) mit den aus der reellen Analysis
bekannten trigonometrischen Funktionen iiberein.

Bemerkung 2.25. Die Euler’sche Formel

e = cos(z) +isin(z), z€C
gilt nach Definition. Also ist z.B.
M, ™ =—1, =4 e T?=_4

€ )

Aus €2™ = 1 und e*™% = e* - e® folgt die allgemeine Formel
et =¢* zeC
9

Y

d.h. exp(z) ist periodisch mit Periode 2.
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Definition 2.26. Sei w € C, w # 0. Ein Logarithmus von w ist eine komplexe
Zahl z € C mit e* = w.

Man schreibt dann z = log(w). Logarithmen sind nicht eindeutig!

Satz 2.27. Jedes w € C\{0} besitzt unendlich wviele Logarithmen.  Die
Logarithmen von w sind

log(|w|) +i0 + 2min, n € Z.

Hier ist log(|w|) der reelle Logarithmus und 0 = Arg(w) der Hauptwert des
Arguments.

Beweis. Sei z = x + 1y € C. Dann hat e* die Polarform
e” =% - e = e® cos(y) + ie” sin(y).
Es gilt e* = w genau dann, wenn

|lw| = e® und Arg(w) =y + 27n, n € Z.

Also wenn = = log(|w|) und y = 6 + 27n, n € Z. O

Definition 2.28. Der Hauptwert des Logarithmus Log(w) ist

Log(w) := log(|w|) + i - Arg(w).

Log(w) ist wie Arg(w) nicht stetig auf C\{0}: jeder Punkt auf der negativen reellen
Achse ist Unstetigkeitsstelle.

Satz 2.29. Log(w) ist eine holomorphe Funktion auf der geschlitzten Ebene
D :=C\{z eR: z <0}
Die Ableitung ist

d 1

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass Log auf D tatsachlich stetig ist.
Sei wg € D fest. Wir schreiben

Log(wo) = 20 = xo + ¥o.
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Dann ist yo = Arg(wy) € (—m, 7).
Sei € > 0 beliebig aber fest gewahlt und

K={:=z+4+iwyeC: |z -z <log(2), ly| <m, |z— 2] >¢}
Dann ist K abgeschlossen und beschrankt, also kompakt, und die stetige Funktion
z e —e®| eR

nimmt auf K ein Minimum an, etwa p. Das Minimum ist # 0, da K nach Konstruktion
keine Elemente z von der Form z + 27win (n € Z) enthilt. Sei § := min(p, e*/2). Fiir
diese Wahl von ¢ gilt dann

weE D, |lw—wy| <d§ & |Log(w) — Log(wp)| < &,
denn: sei z = Log(w) = z + iy. Dann ist |y| = |Arg(w)|] < 7. AuBerdem gilt
|z — xo| < log(2): sonst wére

1
iexo >0 > |w— wy

> [fuw]
frg |€:1? - 6m0|
{exo+1og<2> — €™z —xp > log(2);

>
%0 — e207108(2) . gy — 1 > log(2);

ez —x9 > log(2);
- ze™ o —x > log(2);

ein Widerspruch.

Zur Differenzierbarkeit und Berechnung der Ableitung sei (w,), eine Folge in
D\{wo}, die gegen wy konvergiert. Wegen der Stetigkeit von Log haben wir die
Konvergenz

zp = Log(w,) — Log(wy) = 2.

Also
1 1 1
w a e~ 4
0 =l exp(z)
z2=20
1

prn 1im ———
n-soo €xp(zn)—exp(zo)

Zn—20
Zn — 20

.
noe0 oxXp(2n) — €xP(20)

— Log(wn) _ Log(wO) n
n—oo ’u}n = 'LUO
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3. Das komplexe Integral

3.1. Komplexe Wegintegrale

Sei I = [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall, a < b. Sei ¢ : I — C eine komplexwertige
Funktion,
Y= +ips mitp,py: — R

Man nennt ¢ stetig bzw. differenzierbar bzw. stetig differenzierbar, wenn das auf ¢,
und 9 zutrifft. Falls ¢ differenzierbar ist, definiert man

@' (t) = P (t) +ih(t).

(Dabei heifit ¢;, i = 1,2 in den Endpunkten a, b differenzierbar, wenn die einseitigen
Limiten ;
lim pi(z) — SOi(a)’ lim pi(z) — ¢i(b)
za r—a a—b xr—0
z>a x<b
existieren.)
Bemerkung 3.1. Fiir diesen Begriff gelten die folgenden Rechenregeln. Seien ¢, : [ — C

differenzierbar und A € C.
(i) ¢ + ¥, p -1 und Ap sind differenzierbar und

(p+v) =& +9, (p-9) = +pd, (M) =Xy

(ii) Sei D C C offen und f : D — C holomorph. Angenommen, ¢(I) C D. Dann ist
die Komposition
fop: I —C

differenzierbar und

(fo@)(t) = f(e)e' ).

Beweis. (i) Nachrechnen.
(ii) Man schreibe f = u + iv und ¢ = @ + iy,. Dann gilt

fop(t) =ulpr(t), pa(t) +iv(p1(t), pa(t)).
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Nach dem Kettenregel fiir Funktionen auf R” ist f o ¢ differenzierbar, und
(f o) (t)
— (Z-u(or(0), 2 O)A (0 + —oulr(B) 2D h())
I 1 ) 2 1 ay 1 ) F2 2

+ i(%v(gal(t), ©2(8)) 2, (8) + a%v(cm(t), s02<t))so’2(t))

= (i) (10 22(0) - (A1) + i0)0)

= f'(e()#'(t)-
In der dritten Zeile haben wir die Cauchy—Riemann-Gleichungen eingesetzt:

ou ov ov B ou

dy o' By O«

Definition 3.2. Sei I = [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall, a < b. Sei
@ = 1 +ipy : I — C stetig (p1, 92 : I — R). Man definiert

/abw(t)dt = (/absm(t)dt) +i(/abgp2(t)dt>'

Das Integral hat die folgenden Eigenschaften:
Lemma 3.3. (i) Seien ¢, : [a,b] — C stetig und A € C. Dann gilt

/b(go(t) + A\p(t))dt = /bgo(t) dt + A/b;/)(t) dt.
(i1) Sei ¢ : [a,b] — C stetig. Dann ist die Abbildung
t— /t o(u) du
stetig differenzierbar und

& oty du= o)

(111) Sei ¢ : [a,b] — C stetig differenzierbar. Dann gilt

(i) Sei ¢ : [a,b] — C stetig. Dann gilt (Standardabschdtzung)

[ ewal< [ewra
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Beweis. (i) Nachrechnen.

(i), (iii) Man schreibt ¢ = ¢ +ips und verwendet den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung fiir die reellwertigen Funktionen ¢, @s.

(iv) Sei 0.B.d.A. I := | fab @(t)dt| # 0 (im Fall I = 0 gibt es nichts zu beweisen). Dann
hat das Integral die Form

b
/gp(t)dtz[ew, 0 € R.

Also ist

b
I = eie/ o(t) dt

b
= / e Pop(t)dt

b b
— [ Rele (o] dt +i [ Tmle p(e)at

S/

~—
=0,daI€R

= /b Re[e™?p(t)] dt
b
< / ()| dt
- / ()] dt. m

Man verwendet hier oft eine andere Denk- und Schreibweise:

Eine stetige Funktion ¢ : [a,b] — C durchlauft eine (stetige) Kurve oder einen
Weg C' C C vom Anfangspunkt ¢(a) nach Endpunkt ¢(b) in der komplexen Ebene.
Man sagt auch: die Kurve C' wird durch ¢(t) parametrisiert. Die Stetigkeit von ¢
wird dabei immer (evtl. stillschweigend) angenommen.

Des Weiteren nennen wir C' differenzierbar bzw. stetig differenzierbar, wenn ¢
die jeweilige Eigenschaft hat. Zur Abkiirzung nennen wir eine stetig differenzierbare
Kurve C glatt]l]

Die Kurve C heifit geschlossen, wenn ¢(a) = ¢(b) gilt.

Wir setzen hier nicht voraus, dass ¢ injektiv ist! Unter anderem kann ¢ die Kurve
sogar mehrfach durchlaufen.

In der Definition einer glatten Kurve verlangt man oft auflerdem, dass ¢'(t) nirgendwo
verschwindet. Das spielt hier aber keine Rolle.
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Beispiel 3.4. Sei a € C und r > 0. Dann ist die Kreislinie um a vom Radius r eine

geschlossene Kurve mit der Parametrisierung

0 :[0,271] — C, @(t) =a+re".

Definition 3.5. (i) Sei C' eine Kurve mit Parametrisierung ¢ : [a,b] — C. Mit
—C' bezeichnet man die riickwérts durchlaufene Kurve, mit Parametrisierung
p(—t), t € [-b, —a].

(ii) Seien Cj, j = 1,...,n Kurven mit Parametrisierungen ¢, : [a;, a;j41] derart,
dass pj(ajt1) = @j+1(aj1) fir jedes j gilt. Mit C = C} + ... + C,, bezeichnen wir
die Kurve mit Parametrisierung

T2 [alv an+1] - (Ca Sp(t) = @](ﬂ falls t € [aj7 aj+1]'
(iii) Eine Kurve C heifit stiickweise glatt, falls C' eine Darstellung

C':C'1—|—+Cn

mit glatten Kurven Cj besitzt.

J

Das Hauptziel in diesem Abschnitt ist das Integrieren einer Funktion entlang einer

Kurve:

/C £(2)de.

Sei dazu ¢ : [a,b] — C die Parametrisierung. Wir substituieren formal z = ¢(¢) und

dz=dp = “Cll—fdt. Das fiihrt zu der folgenden Definition:

Definition 3.6. Sei D C C offen und C C D eine glatte Kurve mit
Parametrisierung ¢ : [a,b] — C. Sei f : D — C eine Funktion, die entlang
C stetig ist. Das Kurvenintegral von f entlang C' ist

=] ) o) dr

Ist allgemeiner C' nur stiickweise glatt, C' = C} + ... + C},, dann definiert man

/Of(z)dz = ; f(z)dz+ ...+ i f(z)dz.

Beispiel 3.7. Sei C der einfach durchlaufene Einheitskreis, mit Parametrisierung

2 [07 1] — Ca QD(t) = €2ﬂit7
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und n € Z. Wir berechnen das Integral fc 2™ dz:

1
/ 2"dz = / o)™ - () dt
C 0
1 . .
— / e?mnt X 27r2-627rmt dt
0

1
= 27ri/ it gy
0
Fiir n # —1 hat e?™(+D die Stammfunktion F(t) = me%i(”“)t mit F(1) = F(0).

Also gilt
/ 2y = 27rz'(F(1) - F(O)) 0, n#-—l
C

1 1
/—dZ:Qm'/ 1dt = 2m.
c < 0

Lemma 3.8. (i) Das Kurvenintegral [, f(z)dz entlang einer glatten Kurve C
héangt nicht von der Parametrisierung ab. Das heifit: sei ¢ : [a,b] — C' eine
stetig differenzierbare Parametrisierung von C, und t : [«, 5] — [a,b] eine stetig
differenzierbare Abbildung mit t(a) = a und t(B) =b. Fir¢y =pot:|o, 8] - C
gilt dann

Im Fall n = —1 ist

L B
| tene®i= [ fo@wed.

/_Cf(t) dt:—/cf(t) .

Beweis. (i) Man benutze die Substitutionsregel der reellen Analysis. Fiir das Realteil
u = Re[f] gilt

(i1) Es gilt

b t(B)
/wwwwwwzf w(ip(8))(2) dt
a t(a)

B
=/uwwmwwmﬂ@m
B
— [ uwie)v(z)do.

Fiir das Imaginérteil v = Im[f] analog.
(ii) Falls C glatt ist, mit Parametrisierung ¢ : [a,b] — C, ist —C durch ¢(—t),
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—b <t < —a parametrisiert. Dann ist

/_C fRdz= [ Fo(-t) (e (—t)ds

_ / CFe) @t (t s —1)
- / F(o(®)' (1) dt
—/Cf(z)dz

Fiir eine stiickweise glatte Kurve C' = C + ... + (), hat man

—C = (=Cp) + ...+ (—C1),

/—c dz—/ f(z)dz+ ...+ _le(z)dz
/f Ydz — ... — le(z)dz:—/cf(z)dz

also

Das Kurvenintegral besitzt eine Interpretation als Limes von Riemann-Summen.

Sei ¢ : [a,b] — C eine stiickweise glatte Kurve und f eine auf C' stetige Funktion.

Die Feinheit einer Zerlegung A : a = tg < t; < ... < t, = b des Intervalls ist
|A| = max |t;—t;_;|. Seiena; € (t;_1,t;) beliebige Punkte. Man definiere z; = ¢(t;) € C

und ¢; = ¢(a;) € C und die Riemann-Summe
S(A7a17‘“7an) = Z(Z] Zj— l)f(CJ)

In dieser Situation gilt:

Proposition 3.9. Zu jedem € > 0 existiert ein & > 0, sodass fir alle Zerlegungen
der Feinheit |A| < § und alle Punkte a; € (tj_1,t;) gilt

S(A,al,...,an)—/f(z)dz’ <e.
c

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir eine glatte Kurve zu beweisen. O.B.d.A. sei ¢
stetig differenzierbar.
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Im

Figur 3.1: Approximation an eine Kurve.

Nach Definition des Riemann-Integrals ist

[ 1= [ oo

der Limes iiber |A| — 0 der Riemann-Summen
R(A, a1, an) = Y f((a;))e (a;)(t; — tj-1).
j=1

Es geniigt also zu zeigen, dass zu jedem € > 0 ein ¢ > 0 existiert, sodass fiir alle |[A] < §
und alle a; gilt:

IS(A, ay,...,a,) — R(A,ay,...,a,)| < e.

Sei dazu

M = sup |f(e(t))l;

a<t<b
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dann ist M < oo, da f o ¢ stetig ist. Wir haben

1S(A, a1, .. an) = R(A a1, .., a |<Z‘f (a;))¢' (a;)(t; — t-1) — fp(a;))(e(t;) — o(tj-1))

< 3 Jol) — plty2) — 9 a) s 45
- ¢lay)

<MZ/ (a;)| dt.

Da ¢ stetig differenzierbar ist, ist ¢’ auf dem kompakten Intervall [a,b] gleichméBig
stetig. Also kann man zu jedem € > 0 ein 6 > 0 wahlen, sodass

€

lz—yl <6 = [¢'(z) —¢' ()| < M@—a)

Falls |A| < 4, gilt also

[ 160 - )1 < =gyt =t

j—

und damit
IS(A, ay,...,a,) — R(Aaq, ...,a,)| < e. ]

Bemerkung 3.10. Das komplexe Kurvenintegral enthalt das reelle Integral als Spezialfall.
Reelle Intervalle C' = [a, b] sind ndmlich auch Kurven, bzgl. der Parametrisierung

2 [a> b] - C, @(t) =1,

/abf(:v)dx:/cf(z)dz

Definition 3.11. (i) Sei C eine glatte Kurve mit Parametrisierung ¢ : [a, b] — C.
Die Lange der Kurve definiert man durch

= [lpla

(ii) Fiir eine stiickweise glatte Kurve C' = C + ... + C,, definiert man die Lénge
durch

und es gilt

0(C) = 0(Cy) + ... + £(Cy).

39



Die Lénge ¢(C') hangt nicht von der Parametrisierung ab, und es gilt

Dazu argumentiert man wie im Beweis von Lemma [3.8|

Wird die glatte Kurve C' einfach durchlaufen, dann ist ¢(C') die Bogenldnge von C'
im Sinne der reellen Analysis in R?. Ist z.B. C der Graph einer stetig differenzierbaren
Abbildung y = y(t), d.h.

o(t) = (tyt) =t +iy(t), a<t<bh,

dann ist |¢/(t)] = /1 + (v/(t))? und

(o) = [ VI mPd

ist die Lange des Graphes.
Beispiel 3.12. (i) Seien z,w € C und C der Geradenabschnitt von z nach w, d.h.
ety =1—-t)z+tw, 0<t<1.

Dann ist ¢'(t) = w — z und
1 1
0C) = / |/ (t)| dt = / lw— z|dt = |w — z|.
0 0
(i) Sei C' der k-fach durchlaufene Einheitskreis:

o(t) =™ 0<t<k.

Dann ist ¢/(t) = 2mie?™® und

k k
Q) = / 12mie*™| dt = / 27 dt = 27k.
0 0

Lemma 3.13 (Standardabschétzung). Sei D C C offen und C C D eine
stickweise glatte Kurve. Sei f: D — C auf C stetig. Dann gilt die Abschdtzung

’/Cf(z) dz

< {(0) -ilelglf(Z)I'
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Beweis. Sei M = sup,q |f(2)|. Falls C glatt ist, mit Parametrisierung ¢ : [a,b] — C,

dann rechnet man
JRCLE
C

/v (1) dt

g/Mwwm=Mﬂm

Im allgemeinen Fall C' = C; + ... + C,,, C; glatt, ist

‘/Cf(z)dz‘: ‘Z/Cf(z)dz‘
sZ\/f(z)dz
<3260y sup 1)

2€C;

<Zz )sup | f(z)] = (C)-ilelg|f(2)|- O

zeC

Zur Berechnung konkreter Kurvenintegrale kann man Stammfunktionen verwenden,
wenn diese existieren.

Satz 3.14. Sei D C C offen und F : D — C holomorph. Sei C C D eine
stiuckweise glatte Kurve, die ganz in D enthalten ist, mit Anfangspunkt z und
Endpunkt w. Dann gilt

/ F'(2)dz = F(w) — F(2).
@

Insbesondere hangt | o F'(2) dz nur von den Endpunkten von C' ab!
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Beweis. Sei zunichst C' glatt mit Parametrisierung ¢ : [a,b] — C. Dann gilt

Im allgemeinen Fall sei C' = C + ... + C,,, C; glatt mit Anfangspunkt z; und Endpunkt
wj. (Insbesondere ist w; = 2,44 fiir j < n.) Dann gilt

/cFI(Z)dZ:i/C-F/(Z)dZ
=3 (Pl - Fz)

= Flea) = F(2) + Y Flagen) = Flas) + Flw) = Flen)
= F(w) — F(z). (Teleskopsumme) O

Beispiel 3.15. Sei C' = ) + (3 + (3 das positiv orientierte, einfach durchlaufene
Dreieck mit Eckpunkten 1, e?™/3 e*™/3 mit Anfang und Ende in 1.

Im

™S«

eQm/d

Cy 0 1

e4m/3

Wir berechnen das Integral

/z”dz, n € 7.
c
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Fiir n # —1 hat 2" auf C\{0} die Stammfunktion f:ll Da Anfangs- und Endpunkt
gleich sind, hat man nach Satz [3.14]

/z"dz:O, n # —1.
c

Auf C\R<y hat 27! die Stammfunktion Log(z). Da die Seiten C;,C5; in C\R<
enthalten sind, gilt:

: i 2
/ 1 dz = Log(/%) — Log(1) = 2% _ g = 27
o 3 3
; omi\  2mi
/ z71dz = Log(1) — Log(e'™/?) = 0 — ( _ ﬂ) _ L
Cs 3 3

Auf C\R>( findet man dagegen die Stammfunktion Log(—z). Da Cy ganz in C\Rx
enthalten ist, gilt:

' ' , . o
/ 2 tdz = Log(—e4m/3) — Log(—egm/?’) = %Z - ( — 7T_Z> _ o
Co

Insgesamt ist

/z_ldz:/ z_ldz+/ z_ldz+/ 2~V dz = 2mi.
C Cl CQ CS

Da [, 27'dz # 0, kann 27! keine Stammfunktion auf C\{0} besitzen!

3.2. Der Cauchysche Integralsatz

Der Cauchysche Integralsatz ist der Hauptsatz der Funktionentheorie. Er besagt, dass

Integrale
JRCLE
c

holomorpher Funktionen entlang geschlossenen Kurven stets 0 ergeben, solange das
“Innere” der Kurve C' ganz im Definitionsbereich von f liegt. Dass im Beispiel
J. c % dz = 2mi # 0 gilt, liegt also letzten Endes nur daran, dass der Punkt 0 im Inneren
des Dreiecks liegt und die zu integrierende Funktion f(z) = % dort nicht definiert ist.
Viele weitere Satze folgen aus diesem Prinzip.

Sei ¢ : [a,b] — C C C eine geschlossene Jordan-Kurve. Das heift, ¢ hat keine
Selbstiiberschneidungen: ¢(a) = ¢(b) aber ¢ : [a,b) — C ist injektiv. Nach dem
Jordanschen Kurvensatzﬂ zerfallt das Komplement C\C' in zwei disjunkte Gebiete.
Eines der Gebiete ist beschriankt (das Innere von C); das andere ist unbeschrankt

(das Aufere von C).

2Ein unscheinbarer aber sehr tiefliegender Satz; vgl. Theorem 63.4 von Munkres’ Topology (2nd
ed.) Fir (stiickweise) glatte Kurven ist der Beweis viel einfacher. Wir gehen aber nicht darauf ein.
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Definition 3.16. Ein Gebiet £ C C heifit Elementargebiet, oder einfach

zusammenhangend, wenn fiir jede geschlossene Jordan-Kurve C' C F das
Innere von C' ganz in E enthalten ist.

Anschaulich ist ein Elementargebiet ein Gebiet ohne Locher.

Figur 3.2: Elementargebiete

HE

* HE

Figur 3.3: Keine Elementargebiete

Beispiel 3.17. (i) Das Innere einer geschlossenen Jordan-Kurve ist immer ein Elementargebiet.
Unter anderem sind Kreise, Dreiecke, Rechtecke,... Beispiele fiir Elementargebiete.

(ii) C ist ein Elementargebiet. Die Halbebene H = {z € C : Im[z] > 0} ist ein
Elementargebiet. Die geschlitzte Ebene C\R< ist ein Elementargebiet.

(iii) C\{0} ist kein Elementargebiet. Der Einheitskreis ¢ : [0,1] — C, ¢(t) = €™ hat

als Innere die offene Kreisscheibe {z : |z| < 1}, die nicht mehr in C\{0} enthalten ist.

Satz 3.18 (Cauchyscher Integralsatz). Sei E C C ein Elementargebiet und
f+ E — C holomorph. Fir jede geschlossene stickweise glatte Kurve C' C E gilt

/C f()dz =

Der Beweis des Integralsatzes ist etwas langer und erfolgt in drei Schritten. Zunéchst
ist C' ein Dreieck (Lemma von Goursat). Im zweiten Schritt ist C' ein Polygonzug; das
Integral bestimmen wir durch eine geeignete Triangulierung. Die allgemeine Behauptung
reduzieren wir auf Integrale entlang Polygonziigen, indem wir das Kurvenintegral durch
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Riemann-Summen approximieren.

Zu z1, z2, z3 € C definieren wir die offene Dreiecksflache
A=A, 0= {121 +tazg + 13231 t1,ta,t3 >0, t; + 1o+ 15 =1}.
Motivation: sei z, ein Punkt auf dem Geradenabschnitt zwischen 2z, und z3,
ze=(1—5)zm+s2z3, 0<s<Ll
Dann sind die Punkte auf dem Weg von z; nach z, genau von der Form
z=1—-t)z +tze = (1 —t)z1 +t(1 — 8)29 + ts23.
Mit t; =1 —t, to =t(1 — s), t3 = ts hat man ¢y, 1, t3 > 0 und
thtta+tz=(1—-t)+t(l—s)+ts=(1—t)+t=1.

Auf dieser Weise bekommt man jeden Punkt z € A.
Sei C' der Rand von A. Formal ist C' = Cy + Cy + C3, wobei

Cy (1 —1t)z + tzo, 0<t<1;
C2 3(2—t>22+(t—1)23, 1 Sté?,
031(3—t)23+(t—2)21, 2§t§3,

die geraden Strecken von z; nach 2, von 23 nach z3, und von 23 nach z; durchlaufen.

Satz 3.19 (Lemma von Goursat). Sei D C C eine offene Teilmenge mit A C D.
Sei f: D — C holomorph. Dann gilt

/Cf(z) dz = 0.

Beweis. Falls z1, 2o, 23 auf einer Geraden liegen, besteht der gesamte Integrationsweg
aus Geradenabschnitten, die einmal vorwéarts und einmal riickwarts durchlaufen
werden. Diese Integrale heben sich nach Lemma 3.8(ii) gegenseitig auf. Im Folgenden
schliefen wir das aus: wir nehmen an, dass zi, 2o, 23 tatsichlich ein Dreieck bilden.

Man verbinde die Mittelpunkte der Kanten von A durch Geradenstiicke. Auf dieser
Weise wird A in vier Dreiecksflachen geteilt: sind m,;; = mj; die Mittelpunkte der
Strecken von z; nach z;, so definieren wir

AI = AZ1,m12,m137 AH = Azz,m237m127 AIU - A237m13,m23? AIV = Am12,TrL23m”L13'

Seien C7,Crr, Crrr, Cry jeweils die orientierten Rander von Ap, Arr, A, Apy. Die
Aufteilung ist dann so konstruiert, dass die Seiten von Cjy unter den Seiten von
C1,Crr, Crrr vorkommen, aber mit der umgekehrten Orientierung.
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23

mi3 mag

21 mi 22

Figur 3.4: Zerlegung von A in vier Teildreiecke
Damit haben wir

/ flz)dz= | [f(z)dz+ (2)dz + (z)dz + f(z)dz.
C Cr

Crr Crir Crv

Sei C € {Cr,C11,Crr1, Crv} so ausgewéhlt, dass

der vier Teilintegrale maximal ist. Dann haben wir
‘/f(z)dz‘§4’ f(z)dz)
C C1
Sei auBerdem Ay € {Ar, Arr, Arrr, Apv} die Dreiecksflache mit Rand Cj.

fCl f(z)dz

unter den Betragen

Das Dreieck A; kann man auf genau dieser Weise unterteilen. Man erhélt dann eine
Dreiecksflaiche Ay € Ay mit Rand Cy, fiir die die Abschatzung

‘ . f(z)dz) §4-‘ . f(z)dz‘

gilt. Per Induktion bekommen wir eine absteigende Kette offener Dreiecksflachen
A D A; D Ay D ... mit Riandern C, C;, O, ... und

‘/Cf(z)dz §4”-‘/0nf(z)dz

~ Man bekommt auf dieser Weise eine Schachtelung kompakter Mengen
A D A; D Ay D ..., deren Durchmesser

, néeN.

diam(A,) = sup |z —w|

ZWEAN

gegen 0 konvergiert. Da jeder endliche Durchschnitt der geschlossenen Mengen E
nichtleer ist, ist der gesamte Durchschnitt nichtleer; da aber der Durchmesser von A,
beliebig klein wird, besteht der Durchschnitt aus einem einzigen Punkt zj:

ﬂ A, = {20}
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Figur 3.5: Einschniirung von zy € D durch Dreiecke

f ist in zy komplex differenzierbar, denn zy € A C D. Also existiert eine in z
stetige Abbildung ¢ : D — C mit

f(2) = f(z0) +¢(2)(z = 20), 2€D,

und zwar ¢(z) = LE=LC) (o £ 20y und (z0) = f'(20). Mit f ist o auf ganz D stetig.

z—20

Sei € > 0 beliebig. Dann existiert ein 0 > 0 sodass

2€D, |z — 2| <6 = [o(z) = f'(20)] = lp(2) = ¢(20)] <.

Man withle n so groB, dass |z — 2| < ¢ fiir jedes z € A,,. Das Integral iiber C,, C A,,
wird jetzt in drei aufgeteilt: aus

f(z) = f(20) + f'(20)(2 — 20) + (#(2) — f'(20))(z — 20)

folgt

f)dz= [ f(z)dz+ [ f(20)(z — 2)dz+ / ((2) = f'(20))(z — 20) dz.
C

Cn Ch n

Fiir  f(z) (konstante Funktion) und f’(20)(z — z) (Polynom) existieren
Stammfunktionen auf ganz C. Da C,, abgeschlossen ist, sind die Integrale 0. Also
ist

. f(z)dz = / (¢(2) — F'(20))(z — 20) dz.

n

Aus
2€C, = |z—20| <d = |p(2) — f'(z0)| <€
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bekommt man mit der Standardabschatzung:

)/Cnf(z)dz

s[;ww»am%mZ—%Mz

<5/ |z — 2| dz

< el(Cy) - sup |z — 2o

ZGC’n

< el(Cr)2

Nach Konstruktion hat (), die halben Seitenlangen und damit die halbe
Gesamtlange wie C),_1, fiir jedes n. Das fithrt zu

(Cy,) = 27(C).

‘/f dz‘<4" ‘/f dz

<A4"-{(C
—5-6(0).

Daher haben wir

Weil das fiir jedes e > 0 gilt, ist [, f(2)dz = 0.
[]

Jetzt wird der Integrationsweg von einem Dreieck auf ein Polygon verallgemeinert.
Das Argument ist rein geometrisch und fithrt zu keinen funktionentheorierelevanten
Erkenntnissen. Der Beweis kann tibersprungen werden.

Lemma 3.20 (Cauchyscher Integralsatz fiir Polygonziige). Sei E C C ein
Elementargebiet. Seien zg, 21, ..., Zn_1, 2n = 20 € E, n > 3 Punkte derart gegeben,
dass das Geradenstiick C; zwischen zj_y und z; (j =1,...,n) ganz in E liegt, und
sei C' der geschlossene Polygonzug

C=0C+..+0C,.

Dann qilt fir jede holomorphe Funktion f: E — C:
JRCEE
c

Beweis. (i) Wir nehmen zunédchst an, dass das Polygon konvex ist. Das heifit: der Weg
C' iiberschneidet sich nicht und alle Geradenstiicke, die zwei Eckpunkte z;, 2; verbinden,
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liegen im Inneren von C'. Dann unterteilen wir das Polygon in (n — 2) Dreiecke, indem
wir alle Eckpunkte z;, 2 < j <n — 2 mit 2y verbinden. Dabei heben sich die Integrale
entlang den Geraden von z; nach 2y und ziiruck auf.

Das Integral teilt sich als Summe von Integralen iiber Dreieckréandern C, auf, die

alle verschwinden:

/Cf(z) d :/C

(ii) Das Polygon sei nicht mehr konvex, aber immer noch einfach (d.h. C' ist eine
Jordan-Kurve). Dann existieren Eckpunkte mit Innenwinkel > 7. Die Seiten C;, die
dort enden, setzen sich zu Geraden fort, die das Innere von C schneiden. Wir setzen
alle solche Seiten immer fort, bis sie C' wieder schneiden, und erhalten eine Unterteilung
in konvexe einfache Polygone.

0,275,241

f(z)dz + /

C

f(z)dz+...+/ f(z)dz =0.

20,21,22 20,%2,%3 Cz0,2n—2,2n-1

Das Integral [, f(z)dz teilt sich als Summe von Integralen entlang konvexen
Polygonziigen auf, die nach (i) alle 0 ergeben.
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(iii) Im allgemeinen Fall hat das Polygon Selbstiiberschneidungen. Man fahre
entlang C' bis einer der folgenden Situationen auftritt:
Fall 1: FEin Punkt wird zum zweiten Mal getroffen. = Wenn es einen ersten
solchen Punkt P gibt, dann bildet die Teilkurve zwischen dem ersten und
dem zweiten Treffen mit P ein einfaches Polygon. (In der Abbildung ist
das das rote Dreieck.)  Nach (ii) ist das Integral [ f(z)dz entlang diesem
Polygon 0. Wir diirfen es also entfernen, ohne dabei das Integral zu verandern.

Z
20 U
22 ﬁ o 23
z4 21 24

Fall 2: Man fihrt entlang einem Zweieck, d.h. vorwarts und sofort danach
riickwarts entlang einem Geradenabschnitt. (In der Abbildung ist das die blaue
Strecke.) In diesem Fall gibt es keinen ersten Punkt, der zweimal getroffen wird.
Die Strecke kann vom Polygon entfernt werden, ohne das Integral zu verdndern.

20
Z0
220 />\ T 2 3
N
25 zZ4
21
Z4

Nach endlich vielen solchen Schritten entsteht ein einfaches Polygon. Nach (ii) ist das
Integral 0. [l

Beweis. [Beweis des Cauchyschen Integralsatzes] Sei E ein Elementargebiet, C' C FE
eine geschlossene (stiickweise glatte) Kurve und f : E — C holomorph.
Dann ist C' kompakt und C\ E abgeschlossen und disjunkt zu C'. Der Abstand

d=dist(C,C\E) =inf{|z —w|: 2€C, we C\E} >0

ist also positiv. Sei K die kompakte Teilmenge

K = {z e C: dist(z,C) < %d} CE.
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Fiir jede Zerlegung der Kurve 2, ..., z, € C mit |z; — zj11] < g Vj liegt der Polygonzug
durch zy, ..., 2, ganz in K.
Sei jetzt € > 0 beliebig. Da f auf K gleichmaflig stetig ist, existiert 6y > 0 sodass

zywe K, |z—w| <dy = |f(z) — f(w)]| <

2¢(C)

Sei auBerdem 0 < § < min(dy, d/2) so klein, dass

‘/f dz—ZfzJ ~ )

fiir jede Zerlegung der Kurve mit Feinheit |z; — zj41| < d. Fiir den Polygonzug P durch
20, -+, 2 Gilt aber

‘/f dz—Zfz] —Zj_1)

<1
=€
2

—‘Z/ f(z dz—Z/ f(z) dz
<Z/ £(z)] dz
<> [" sy

_up)

g
T U0) 2

IN

Es gilt aber [, f(2)dz = 0 nach Lemma 3.20, Insgesamt haben wir

‘/f dz‘<‘/f )dz— Zfzj —2i-1)

Weil das fiir jedes € > 0 gilt, ist [, f(z) dz = 0. O

1 1
—l—‘ Zf 2i)(zj—2j-1)| < FEtge=¢

Korollar 3.21. Sei E ein Elementargebiet. Jede holomorphe Funktion f : E — C
besitzt eine Stammfunktion: eine holomorphe Funktion F : E — C mit F'(z) = f(2).

Beweis. Sei zp € E beliebig. Man definiere

=£jWMw

Dabei ist C' ein beliebiger Pfad in £ mit Anfangspunkt z; und Endpunkt z. Das ist
wohldefiniert (unabhéngig von der Wahl von C), denn: sind C4, Cy zwei solche Pfade in
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E, dann ist C' = O+ (—C5) ein geschlossener Weg. Nach dem Cauchyschen Integralsatz
gilt

0—/Cf(w)dw— ; f(w)dw + fw)dw = ; f(w)dw — ; f(w)dw

Wir zeigen, dass f die Ableitung von F' ist. Sei z € FE und sei h € C so gewahlt,
dass z +th € E fiir 0 <t < 1. Dann gilt

F<Z+h / e dw—/fz+th

Dabei ist f;+h das Integral entlang der geraden Strecke von z nach z 4+ A. Im Limes
h — 0 erhalten wir nach einem gerechtfertigten Vertauschen von Grenzwert und Integral

an(”h /f Vdt = f(2). O

h—0

3.3. Die Cauchysche Integralformel

Definition 3.22. Sei D ein Gebiet. Ein Cauchy-Integral ist eine Funktion der
Form

1 [ gw)
= — d e D\C.
/() 21t Jow — Wos \
Dabei ist C' C D eine (nicht unbedingt geschlossene) stiickweise glatte Kurve in
D und g : D — C eine auf C stetige Funktion.

Proposition 3.23. Sei D ein Gebiet, C C D eine stickweise glatte Kurve und
g: D — C eine auf C stetige Funktion. Dann definiert das Cauchy-Integral

f(z) :L‘/Cde

21 w— Z

eine auf D\C unendlich oft komplex differenzierbare Funktion. Die Ableitungen
von f(z) haben die Integraldarstellungen

f(n)(z) = l' /C ﬂdw.

211 Jo (w — z)nH

(Mit anderen Worten: die Ableitungen von f(z) ergeben sich durch Differenzieren
unter dem Integralzeichen (Leibniz-Regel).)
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Beweis. Wir verwenden Induktion nach n. Fir n = 0 ist

196 = 1) = o= [ £ aw

271 wW— 2

Die Formel fiir die nte Ableitung gelte fiir ein festes n € Ny. Sei zg € D und r > 0 so
gewéhlt, dass D die abgeschlossenen Kreisflache {z € C: |z — zo| < r} enthédlt. Dann
haben wir

n n n! g(w) n! g(w)
f®2) - )(ZO)zg—m/cmdw—ﬁ T = 2oy Y
nl (1w = 20)" = (w = 2)"*!

dw.

= o Cg(w) T (w — 20) ™ (w — 2)n
Mit der Faktorisierung
a"™t =" = (a—b)-(a" + a0+ . ab" T b

bekommen wir

F™(2) = ™ (20)
Z— 20
n! g(w)
= 20 Jo (w — 20" (w

n! < g(w)
= — . — dw.
27 ]Z:;/C (w — zo)"*H1=3(w — 2)7H1 v

Da (w_zo)nfl(f”j)w_z)jﬂ im Bereich w € C' und |z — 29| < r beschrénkt ist, darf man

das Integral mit dem Grenzprozess z — 2, vertauschen:

: g(w) B g(w) w
lim w = 2y dw = /C —(w d

=20 Jo (w— z0) ™13

— oy ((w —20)"+ (w—2)" " (w—2) + ... + (w — z)”) dw

Wir bekommen

() = [ (%) _ (n+1)! g(w)
zlgglo z— 2 - 2mi /C (w — zg)"H2 dw,

d.h. Differenzierbarkeit von f( mit der behaupteten Formel fiir die (n 4 1)-te
Ableitung. m
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Satz 3.24 (Cauchysche Integralformel). Sei D ein Gebiet, zo € D und R > 0
ewn Radius, sodass D den abgeschlossenen Kreis

{weC: |w- 2| <R}

enthalt. Dann gilt

f) = — Fw)

270 Jjw—zg|=R W — Z

dw

fir |z — z| < R.

Dabei wird entlang dem Kreis w = zy + Re®, 0 < t < 2 integriert. Hier muss z
nicht der Kreismittelpunkt zy sein!
Die Werte f(w) einer holomorphen Funktion auf dem Kreis |w — zp| = R bestimmen
nach dieser Formel die Werte innerhalb des Kreises eindeutig. Das ist ein Spezialfall
des Identitatssatzes fiir holomorphe Funktionen.

Beweis. Seien d,¢ > 0 hinreichend klein. Man definiere die sogenannte Schliisselloch-
Kurve C' = Cs, mit einem inneren Kreis um z von Radius € und einem Loch der Breite

J.

Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt

Im Limes 6 — 0 heben sich wegen der Stetigkeit von f die Integrale entlang den
Geradenabschnitten gegenseitig auf. Man bekommt damit

_ ) f(w) f(w)
0—/Cw_Zdw—/lw_z()l_Rw_Zdw—/m_z'_sw_zdw.
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Das Integral entlang dem e-Kreis schreiben wir um:

fw) _ fw) =), 1)

w—z w—z w—z

Die Funktion 2= etz sich zu einer auf ganz D stetigen Funktion fort:

1@ .y 4,
w) = w—2z Y
ow) f(z): w = z.

Mit der Standardabschatzung bekommen wir

‘/|w_z|:€de‘ S( sup )-27r€—>0(5_>0).

w—==z |lw—z|=¢

Andererseits ist

fz) 1
/|wz|:€ w—==z dw = f(Z) /wz:s w—=z dw

2r 5 it
= (z)/ gt (w=2z+ee", 0<t<2m)
0

Insgesamt haben wir

/w FAC) P, /HH S gy — omif(a).

—20|:Rw_"7’ e—0 w—z

3.4. Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel

Satz 3.25. Sei D ein Gebiet. Jede holomorphe Funktion f : D — C ist unendlich
oft komplex differenzierbar. Ist z € D und n € N und r > 0 so, dass D
die abgeschlossene Umgebung {|w — z| < r} enthdlt, dann ist f™(z) durch die
verallgemeinerte Cauchy-Integralformel

n n! f(w)
f™(z) = 5 /w_2|zr (w = o) dw

gegeben.
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Beweis. Nach Satz besitzt f(z) eine Darstellung als Cauchy-Integral entlang dem
Kreis |w — z| = r. Proposition gibt uns die unendlich ofte Differenzierbarkeit von
f(2), sowie die Formel fiir die Ableitungen. O

Korollar 3.26 (Mittelwertprinzip). Sei 2o € C und R > 0. Sei f eine auf dem Kreis
|z — 20| < R definierte holomorphe Funktion.
(1) Fiir jedes 0 < r < R gilt

2m
f(z0) = %/ﬂ f(zo +re™)dt.
(ii) Es gilt
27 R
Feo == [ [ fGorrerara

Das heifit: f(zo) ist der Durchschnitt der Werte von f(z) auf jedem Kreis |z —2| =7,
sowie der Durchschnitt der Werte von f(z) in der Kreisscheibe |z — zo| < R.

Beweis. (i) Das ist eine Umformulierung der Formel

20 = S dz
/(z0) /| n ,

211 Z— 2

mittels der Substitution z = zy + re®.
Fiir (ii) integriert man das Ergebnis von (i) iiber 0 < r < R. O

Der Cauchysche Integralsatz besitzt eine Art Umkehrung: eine stetige Funktion,
deren Integrale entlang geschlossenen Kurven verschwinden, ist notwendig holomorph.
Hier reicht es sogar aus, wie im Lemma von Goursat die Integrale entlang Dreiecken zu
betrachten:

e N

Satz 3.27 (Satz von Morera). Sei D ein Gebiet und f : D — C stetig mit der

Figenschaft, dass
/ f(z)dz=0
c

2(0,21,22

fiir jedes in D enthaltene Dreieck C., ., ., gilt. Dann ist f holomorph.

Beweis. Komplexe Differenzierbarkeit ist eine lokale Figenschaft: um die
Differenzierbarkeit von f in 2, zu beweisen, diirfen wir f auf eine kleine in D
enthaltene Kreisscheibe um z; einschrianken. Sei also 0.B.d.A. D eine Kreisscheibe mit
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Mittelpunkt zp.
Fir z € D sei

- /Z:f<w)dw

wobei wir mit fzzo immer Integration entlang der geraden Strecke von zy nach z meinen.
Nach der Annahme gilt

[rwaws [T rwan- [ wa= [ jwa=o

wenn z2g, z, z + h in D enthalten sind, also

/ f(w)dw = F(z +h).

Damit haben wir

Fz+h)—F(2)
h |h|‘/ At
S g, G+ = 560
= OS<1;I<)1 |f(Z =F th) - f(Z)|

Da f stetig ist, gilt im Limes h — 0:
lim #lg ) = #lg)
h—0 h

Wir haben bewiesen: F'ist holomorph mit Ableitung f. Nach Satz ist f selbst
holomorph. ]

Satz 3.28 (Satz von Weierstrafl). Sei D ein Gebiet und (f,), eine Folge
holomorpher Funktionen auf D, die auf kompakten Teilmengen von D gegen eine
Grenzfunktion f : D — C gleichmaf$ig konvergiert. Dann konvergiert auch die
Folge (f!)n gleichmdfig auf Kompakten, die Grenzfunktion f ist holomorph, und
es qgilt

F(2) = lm fi(z), z€D.

Beweis. Sei A C D eine in D enthaltene abgeschlossene Dreiecksfliche mit Rand C.
Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt [ o Jn(2) dz fiir jedes n. Aus der gleichméBigen
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Konvergenz von (f,), auf Kompakten folgt

/ f(z)dz = lim [ f,(2)dz=0.
C c

n—00

Nach dem Satz von Morera ist f dann holomorph.

Fiir die Konvergenz der Ableitungen geniigt es zu zeigen, dass f, auf jedem
kompakten Kreis in D gleichméfig gegen f’ konvergiert. Sei dazu zy € D fest und
0 < r < R Radien, sodass {z : |z — 2| < R} € D. Nach der (verallgemeinerten)
Cauchyschen Integralformel gilt die Darstellung

2 - £(2) = — Wd

= | w, |z— 2z <,

w—zp|=R

und mit der Standardabschatzung bekommt man

sup [f2(2) = P12 € s sup | fulw) — f(w)].

|z—20|<r (R — T>2 |lw—z0|=R

Die gleichmafige Konvergenz von f, gegen f’ folgt jetzt aus der gleichméfigen
Konvergenz von f,, gegen f. O

Proposition 3.29 (Cauchy-Ungleichung). Sei zo € C und R > 0, und sei f eine
auf dem Kreis {|z— zo| < R} definierte holomorphe Funktion. Dann gilt fir jedes

O0<r<R:
n!

[f™ (z0)] < — sup [ f(2)].

T |z—z0|=r

Beweis. Sei 0 < r < R. Wir verwenden die Standardabschéatzung in

f(n)(zo):l!/_ . Ldz

2mi (z — 2zo)t!

und bekommen

n!
-2mr = — sup |f(2)] O

rr |z—zo|=r

f(2)

|
(n) < _ S
| £ (20)] < Sup (z — 29"+

|z—z0|=r

Korollar 3.30 (Satz von Liouville). Sei f : C — C eine beschrinkte ganze (d.h. auf
ganz C holomorphe) Funktion. Dann ist f konstant.
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Beweis. Sei M = sup,cc|f(2)]. In jedem Punkt 2y € C gilt nach der Cauchy-
Ungleichung

1
7o)l < - M,
fir jeden Radius r > 0. Also verschwindet f’ identisch, und (da C ein Gebiet ist) f ist
konstant. O

Korollar 3.31 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei
P(z)=an2"+a, 12" '+ ... +ap, a,#0

ein nichtkonstantes Polynom. Dann hat P eine komplexe Nullstelle.

Beweis. Man findet eine von z unabhangige Konstante C' > 0, sodass
[P(z)| = C-[]", z€C

gilt. (Vgl. Ubungsblatt 4.) Insbesondere existiert ein M > 0 und ein Radius R > 0,
sodass |P(z)| > M fir |z| > R gilt.

Wenn P keine Nullstellen hat, dann ist % eine ganze Funktion, die auf dem kompakten
Kreis |z| < R beschréankt ist. AuBlerdem gilt m < & fiir [z| > R. Damit ist & eine
beschrankte ganze Funktion, die nach dem Satz von Liouville konstant sein muss. [

Satz 3.32 (Satz von der Taylorentwicklung). Sei zo € C und R > 0, und sei f
eine auf dem offenen Kreis D = {|z — zo| < R} definierte holomorphe Funktion.
Dann gilt die Potenzreihendarstellung

< £) (5,
fo =3 Ty

n=0

n

in D.

Beweis. Sei r ein Radius mit |z — 29| < 7 < R. Dann verwenden wir die Cauchysche

Integralformel:
1
f(z)=— / Sw) dw.
|w—zo|=r

271 wW— 2
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Man schreibe

1 1

w—2z (w—2)—(z2—20)
1 1

w — 2o 1_M
w—2z0

1 & (z—2)
_w_ZOjZ =

— (w — 20)

Diese Darstellung als Potenzreihe ist giiltig und auf dem Kreis |w — zy| = r gleichméfig

konvergent, da 2=l —
’ lw—2z0]

von Integral und Rethe:

1z TZO‘ konstant und kleiner 1 ist. Das erlaubt das Vertauschen

1 > (z — zo
f2) = =—
— L < / f w (Z B ZO)
211 0 ¥ lw—=20] (w - ZO>]+1
1 ¢ : / f(w)
= — z—z)’ d
21 ;( 0) lw—z0|=r (w— 2)7 11
2. @) (2
=y Dl )
=

Im letzten Schritt setzen wir die verallgemeinerte Cauchy-Formel fiir fU)(z) ein. O

Umgekehrt beweisen die Cauchy-Ungleichungen die Konvergenz der Potenzreihe
Yoo %(z — z0)". Sei némlich r < R beliebig und M = sup,_, <, [f(2)[. Dann

liefert die Cauchy-Ungleichung

o) < g = Lo

also

" f(n)<zo)

n!

lim sup <

n—o0

1
r

Nach dem Satz von Cauchy—Hadamard konvergiert die Potenzreihe in der ganzen Kreisscheibe

{|z — 20| < R}.
Beispiel 3.33. Sei D = C\{#+27in: n € N} und sei f : D — C die Funktion

f) = {;_1: 240,

1: z=0.



1

28 als Inverses

Dann ist f holomorph; zur Holomorphie in z = 0 schreibe man f(z) =
der (ganzen) Potenzreihe

e —1

= 1
P(Z):Z(n—i—l)!zn: 2

n=0

mit P(0) = 1.

Die Bernoulli-Zahlen B, definiert man tiber die Taylor-Entwicklung um 0 von

f(2):

Also
1 1 1 1
BO:17 B1:_§7 82:67 B3:O7 B4:_%7 Bf):()? 86257“'

Die grofite in D enthaltene Kreisfliche um 0 hat Radius 27. Nach dem Satz von der
Taylorentwicklung konvergiert Y >” ) Z22" auch fiir 2| < 2. Da aber

I
el

divergiert die Potenzreihe in z = 2mi. Der Konvergenzradius von »_ > %z” muss also
genau 27 sein.

lim
z—2mi

— O’
21

Korollar 3.34. Sei D C C ein Gebiet und f: D — C. Dann sind aquivalent:

(i) f ist holomorph;

(i1) f ist analytisch; das heifit, fir jeden Punkt zy € D existiert ein Radius r > 0,
sodass [ auf der Umgebung {|z — zo| < 1} durch eine Potenzreihe dargestellt wird:

o0

f(z) = Zan(z —20)", |z—z2| <.

n=0

3.5. Homotopie, Homologie und die Umlaufzahl

Wir skizzieren den Beweis einer Verstarkerung des Cauchyschen Integralsatzes und der
Cauchyschen Integralformel. Die dafiir relevanten Begriffe werden in der algebraischen
Topologie ausfiihrlicher behandelt.

Sei D C C ein Gebiet. Man definiert zwei Aquivalenzrelationen auf den (stiickweise
glatten) geschlossenen Kurven in D:

(i) Homotopie. Zwei Kurven heiflen homotop, wenn sie in D ineinander stetig

deformiert werden konnen.
Genauer heiit das: sind @1, 2 : [0,1] = D zwei Parametrisierungen von Kurven mit
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( ) = ¢1(1) und 2(0) = ¢o(1), dann ist eine Homotopie eine stetige Funktion
H :[0,1] x [0,1] — D mit den Eigenschaften
H(0,t) = ¢1(t), H(1,t)=ps(t), 0<t <1
und

H(s,0) = H(s,1), 0<s<1.

Eine Kurve heifit nullhomotop, wenn sie in D zur konstanten Kurve ¢(t) =a,0 <t <1
homotop ist.

(ii) Homologie (etwas skizzenhaft). Hier arbeitet man mit Zyklen: ein Zyklus ist eine
formale Summe I' = ) n¢[C] endlich vieler geschlossenen Kurven C' C D mit ganzen
Zahlen ne € Z. Man definiert das Integral einer holomorphen Funktion f entlang einem
Zyklus I' = > " n¢[C] durch

/Ff(z)dz:ch/Cf(z)dz

Zwei Zyklen heilen homolog, wenn sie in D durch Homotopien und Hinzufiigen von
Kurven, die in beiden Richtungen durchlaufen werden, ineinander gefithrt werden kénnen.
Ein Zyklus heifit nullhomolog, wenn er zum Nullzyklus I' = 0 homolog ist.

Anschaulich sind zwei Wege oder zwei Zyklen genau dann homolog, wenn sie jedes
Loch in D gleich oft umlaufen.

Beispiel 3.35. Sei D das Komplement in C von drei abgeschlossenen Kreisen. Man
kann zeigen, dass die abgebildeten Kurven in D nicht homotop sind. Dafiir sind die
Kurven homolog. (Sie umlaufen die linke und rechte Locher einmal und das mittlere
Loch 0 mal.)

< <

> >

Figur 3.6: Homologe aber nicht homotope Kurven.

Das sieht man auch wie folgt. Man kann die Kurven namlich aufschneiden, sodass in
beiden Fallen ein Zyklus entsteht, der eine Summe von zwei um einen Kreis umlaufenden
Kurven und einem nullhomotopen Weg ist.

In einem Zyklus I' = > n¢[C] wird nicht verlangt, dass die Anfangs- und Endpunkte
der Komponenten C' kompatibel sind. Auch wenn sie das sind, wird z.B. beim Zyklus
[C1] + [C5], anders wie bei der zusammengesetzten Kurve C; + Cy, nichts {iber die
zeitliche Reihenfolge der C; behauptet.
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Figur 3.7: Homologe Zyklen.

Der Satz von Cauchy verallgemeinert sich wie folgt:

Satz 3.36. (i) (Cauchyscher Integralsatz, Homotopie-Version) Sei D C C ein
Gebiet und Cy,Cy homotope geschlossene Kurven in D. Dann gilt

f(Z)dz= [ f(z)dz
Cq )

fur jede holomorphe Funktion f: D — C.
(11) (Cauchyscher Integralsatz, Homologie-Version) Sei D C C ein Gebiet und

I'1, Ty homologe Zyklen in D. Dann gilt
f(Z)dz= | f(z)dz
I I

fur jede holomorphe Funktion f : D — C.

Beweis. [Beweisskizze] (i) Sei f = u+ iv holomorph. Das Bild einer Homotopie von C
nach Cy definiert eine Fldche X in C, deren orientierter Rand der Zyklus C7 + —Cj ist.
Nach dem Satz von Gaufl in der Ebene gilt

f(z)dz — f(z)dz:/ udx—vdy+z’/ udy +vdz
C Co (X)) o

Die Anwendung des Satzes ist dabei erlaubt, da die Ableitungen von u und v stetig
sind.
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(i) I's bekommt man aus I'; durch eine endliche Kette von Homotopien und Hinzufiigen
von Kurven, die in beiden Richtungen durchlaufen sind. Beide &ndern nicht das Integral
von f(z)dz. O

Definition 3.37. Sei C' C C eine geschlossene stiickweise glatte Kurve und
z € C\C. Die Umlaufzahl von C um z ist das Integral

x(C; z) = L/ ! dw.
c

271 w—z

Beispiel 3.38. Ist C' der k-fach durchlaufene Kreis von Radius » > 0 um 2z, mit
Parametrisierung 4
10,27kl = C, @(t) =z +re”,

1 2k
x(Csz) = —/
0

211

dann ist

iretdt = k.

ret
In diesem Fall ergibt x(C'; z) die intuitive Antwort darauf, wie oft die Kurve C' um
den Punkt z herum lauft.

Proposition 3.39. Sei C' C C eine geschlossene stickweise glatte Kurve und
z ¢ C. Dann gilt
x(C;2) € Z.

Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir glatte Kurven. Der Beweis im stiickweise
glatten Fall ist ahnlich.

Sei ¢ : [a,b] — C eine differenzierbare Parametrisierung von C' und sei

s /
h:la,b — C, h(t) = / ) g
a @(S) -z
Dann ist A differenzierbar, und
o(t) — 2
und es gilt

h(a):Oundh(b)z/ab%dSZ/c

dw = 2mi - x(C; 2).
w—z

Man definiere jetzt die Funktion

H(t):=e ™ . (pt)—2), a<t<b.
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Dann gilt
H'(t) = 0/ (1) — e MOR(0)((t) — 2) = ™0 - (i/(8) — K (2)(ep(t) — 2)) = 0.
Also ist H konstant. Der Wert von H ist

H(t) = H(a) = e (p(a) — 2) = pla) - .

Also gilt

i P~z pt) —2

Insbesondere gilt:

2mix(Ciz) — ph(b) — p(b) — = 1
pla) =2

da C' geschlossen ist (also ¢(a) = ¢(b)). Damit ist x(C; z) € Z. O

@

Fiir einen Zyklus I' = Y, n¢[C] und 2 ¢ I" (d.h. z ¢ C fiir irgendeine Kurve C' mit
ne # 0) definiert man die Umlaufzahl

x(Is2) = 271rz/ —zdw_zzm / i

Damit gilt (nach der Homologie-Version des Cauchyschen Integralsatzes): zwei Zyklen,
die in C\{z} homolog sind, haben um z die gleiche Umlaufzahl!
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4. Abbildungseigenschaften holomorpher Funktionen

4.1. Der Identitatssatz

Sei D C C offen.
Eine Teilmenge M C D heifit diskret (in D), wenn D keine Haufungspunkte von M
enthalt.

Proposition 4.1. Sei D C C ein Gebiet und f : D — C eine holomorphe
Funktion, die nicht identisch verschwindet. Dann ist die Menge der Nullstellen
von f diskret in D.

Beweis. Sei M die Menge der Nullstellen von f. Angenommen, M ware nicht diskret
in D; sei a € D ein Haufungspunkt, und (a,), eine Folge von Nullstellen von f, die
gegen a konvergiert.

f hat um a eine Taylorentwicklung:

f(z)=) cz—a), |z—a|<r.
n=0
Wir zeigen jetzt, dass alle ¢, = 0 sind: wenn das nicht der Fall ware, und N € N
minimal gewéhlt ist mit ¢y # 0, dann folgt aus

z
eN + enyi(z — a) + enta(z — a)2 +..= (Zf_( a))N
und der Stetigkeit von f
o flan)
U= nh—>I£>lo (an —a)N s

ein Widerspruch.

Die gesamte Kreisscheibe |z — a| < r besteht also aus Héufungspunkten von
Nullstellen von f:

U={a€D: aist Hiufungspunkt von M} C D
ist damit offen. Andererseits ist

V ={a € D : aist kein Hiufungspunkt von M}
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auch offen. Da D = U UV zusammenhangend ist, gilt entweder U = () oder V = ().
Falls U = 0, ist M diskret; falls V' = (), ist jeder Punkt von D ein Haufungspunkt von
den Nullstellen von f und (da f stetig ist) selbst eine Nullstelle, also f = 0. O

Satz 4.2 (Identitdtssatz). Sei D C C ein Gebiet und f,g : D — C holomorph.
Dann sind dquivalent:

(1) [ =g;

(ii) Es gibt eine Folge (z,)n in D mit einem in D enthaltenen Hdufungspunkt,
sodass f(z,) = g(z,) fiir alle n;

(iii) Es gibt einen Punkt a € D mit f™(a) = g™ (a) fiir alle n.

Beweis. Die Implikationen (i) = (ii), (iii) sind klar.
(iii) = (ii): Man entwickle f und g um den Punkt a als Potenzreihen:

£ (g o )(g
O S A R L N Er

Im Kreis |z — a| < r findet man viele geeignete Folgen (z,),.
(ii) = (i) folgt aus Proposition fiir die Funktion f — g. ]

In (ii) ist es wichtig, dass der Haufungspunkt der Folge (z,), zu D gehort. Man
betrachte z.B. die Menge

M ={1,1/2,1/3,1/4,..} C C\{0},
die in C\{0} diskret liegt, in C aber den Héufungspunkt 0 hat. Die Funktion
fz) =7 —1, 2 e C\{0}

ist holomorph und hat jeden Punkt z = %, n € N als Nullstelle; dennoch ist f nicht die
Nullfunktion.

Bemerkung 4.3. Aus dem Identitétssatz folgt das Prinzip der eindeutigen analytischen
Fortsetzung. Sei D C C ein Gebiet und M C D eine Menge mit einem Haufungspunkt
in D. Sei f: M — C eine Funktion. Wenn eine analytische Fortsetzung von f auf
D existiert (d.h. eine holomorphe Funktion F' : D — C mit F|y; = f), so ist diese
eindeutig bestimmt.

Zum Beispiel sind die komplexen Funktionen exp(z), sin(z), cos(z) die eindeutigen
Fortsetzungen der reellen Funktionen exp(x), sin(x), cos(z).

Mit dem Identitatssatz lassen sich auch Funktionalgleichungen oder Differenzialgleichungen
ins Komplexe fortsetzen. Wenn man zum Beispiel die Gleichungen

sin(z 4 27) = sin(z), sin'(x) = cos(z)
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fiir z € R kennt, dann folgt
sin(z + 2r) = sin(z), sin’(z) = cos(z)

fiir jedes z € C aus dem Identitatssatz.

4.2. Das Prinzip vom Argument

Sei D C C offen.

Definition 4.4. Die logarithmische Ableitung einer holomorphen Funktion
f: D — C ist die Funktion

f'(2)
fz)’

\. J

z€ D\{we D: f(w)=0}.

Wenn es einen auf C\{0} holomorphen Logarithmus log gébe, dann wére fT/ die
Ableitung von log(f).

Die logarithmische Ableitung macht (wie man von log gerne hétte) Summen aus Produkten:

Lemma 4.5. Fur holomorphe Funktionen f,g: D — C gilt
(fo)) _ " ¢
9

fg  f

Beweis. Nachrechnen. OJ

Definition 4.6. Sei f : D — C eine holomorphe Funktion. f hat in a € D eine
Nullstelle N-ter Ordnung (N € N), wenn die Potenzreihenentwicklung von f
um a die Form

[e.e]

f(z):ch(z—a)”, ‘Z_a|<7nch7£0

n=N

hat. Man schreibt N = ord(f;z = a).

Wenn a € D keine Nullstelle von f ist, dann schreiben wir ord(f;z = a) = 0.

Lemma 4.7. Se: f : D — C eine holomorphe Funktion, die in a € D
eine Nullstelle N-ter Ordnung hat. Dann ezistiert eine holomorphe Funktion
g:D — C mit g(a) # 0 und




Beweis. Fir z € D\{a} definieren wir g(z) = %
Um z = a hat f nach Definition eine Potenzreihenentwicklung

f@) =) ealz—a), |z—a|<r;
n=N

Man definiere g(a) = cy # 0; wegen der Darstellung

9(z) = ch+N(z —a)", |z—a|<r
n=0

ist g auch in z = a holomorph. O]

Sei jetzt f: D — C eine holomorphe Funktion, die nicht identisch die Nullfunktion
ist. Sei C' C D eine geschlossene Kurve, deren Inneres ganz in D enthalten ist, und
f habe auf C' keine Nullstellen. Da die Nullstellen von f in D diskret liegen, gibt es
davon nur endlich viele in der kompakten Teilmenge K = C'U Inn(C) (und damit in
Inn(C)); sei ay, ..., a eine Auflistung dieser Nullstellen. Durch wiederholte Anwendung
von Lemma [4.7] l4sst sich f in der Form

f(2) = (2= a))" (2 — a2)™..(z — ax)""g(2)
mit einer auf Inn(C') nullstellenfreien holomorphen Funktion g und Ordnungen
n; =ord(f;z =a;) € N.
Durch Bilden logarithmischer Ableitungen bekommen wir

"(z 1 1 1 !
f(z) Z—a 2 — as z—ay ¢

Das fiihrt zur folgenden niitzlichen Formel:

Satz 4.8 (Prinzip vom Argument).

1
2mi Jo f(2)

ist die mit Vielfachheiten gezdhlte Anzahl der Nullstellen von f in Inn(C').

dz =n1x(Csar) + nax(Cias) + ... + npx(C; ax)

Die Vielfachheit ist dabei die Ordnung von a; als Nullstelle von f mal der Umlaufzahl
der Kurve C' um a;.
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Beweis. Aus der obigen Diskussion bekommen wir

'(2) 1 [9()
d = dz.
2mi (2) Z 2mi ]i z— aj 27rz' c 9(2) :

Da % auf D holomorph ist und Inn(C) C D gilt, ist §, % dz = 0. Fiir die anderen
Terme gilt 7= § "~ -dz = n; - x(C; a;) nach Definition der Umlaufzahl. O

Zum Namen des Satzes schreibt man mit Hilfe einer Substitution

f'(2) ! L  w):
2—7” cf(Z)d i (C)Edw—X(f(C)»w%

die (mit Vielfachheiten gezéhlter) Nullstellenanzahl ist also genau die Umlaufzahl der
Bildkurve f(C') um den Punkt 0. Das z&hlt wiederum, wie oft das Argument arg(f(z))
die Menge R/277Z durchlauft, wenn z entlang der Kurve C' gezogen wird.

Das folgende Lemma kann bei der Anwendung vom Argumentprinzip hilfreich sein,
und ist sowieso von Interesse.

Lemma 4.9. Sei D ein Elementargebiet und f : D — C eine holomorphe
Funktion ohne Nullstellen. Dann gilt:

(i) f besitzt einen holomorphen Logarithmus; d.h. eine holomorphe Funktion
h:D — C mit f(z) =e"?), 2 € D.

(11) Fir jedes n € N besitzt f einen holomorphen n-ten Wurzel, d.h. eine
holomorphe Funktion f, : D — C mit f,(2)" = f(2).

Beweis. (i) Da f keine Nullstellen auf D hat, ist die Funktion g(z) = f (z) holomorph.
Sei G(z) eine Stammfunktion von g. (Das existiert, weil D ein Elementargeblet ist).
Fiir die holomorphe Funktion u(z) = EXp(( gz)) gilt
() = TGN @) — e CENFE) _ (G (1
f(2) f(2)
Also ist u konstant: u = C. Mit ¢ = Log(C) und h(z) = G(z) — ¢ haben wir

exp(h(z)) = e“® - e7¢ = f(2)e* - 7 = f(2).

(ii) Sei h ein holomorpher Logarithmus von f nach (i). Man definiere

fu() = exp (-h(2)).

Dann gilt
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Beispiel 4.10. Sei P(z) = aq2? + ag_12%! + ... + ag ein Polynom von Grad d > 1
(ag # 0). Fiir jedes hinreichend grofie R > 0 lduft das Bild unter P des Kreises
|z] = R genau d mal um den Ursprung. (Motivation: das Bild unter a4z ist ein d-mal
durchlaufener Kreis, und die Terme mit kleineren Potenzen ay_;2%7!, ...ap kann man im
Limes R — oo vernachléssigen.) Das beweist man ausfiihrlich wie folgt:

Mit der Dreiecksungleichung bekommt man fiir hinreichend grofies |z| eine Abschétzung

CIZId <|P(z)] < Cl2|*

mit Konstanten ¢, C' > 0. Fur — gllt die Approximation

In der Tat ist
P'(z) d zP'(z)—dP(z)

P(z) z z2P(2)

ein Quotient von einem Polynom von Grad d — 1 durch ein Polynom von Grad d + 1.
Man bekommt

P’ d 1
P((,:)) - ;‘ <C- e |z| hinreichend gro8
fiir eine Konstante C', und
z C
. 4 < L ¢
gl 7~ Seel sanre s [ pm or 5 =0

und damit
P'(2) 1 d

lim —— dz = lim — Cdr=d.
R1—I>2027T’L ﬁl RP(’Z) . R—E%OZT('Z |z|:Rz :

Nach dem Prinzip von dem Argument hat P(z) genau d komplexe Nullstellen (mit
Vielfachheiten).

Beispiel 4.11. Sei P(2) = aqz? + aq_12*' + ... + ap ein Polynom von Grad d > 1
(ag # 0), das keine Nullstelle auf der imagindren Achse hat. Wir untersuchen die
Anzahl der Nullstellen von P in der Halbebene Re[z] < 0:

Sei dazu Cg die positiv orientierte Kurve, die aus dem Halbkreis vz von Radius R > 0
und dem Achsenabschnitt /g zwischen —iR und iR besteht. Wie im letzten Beispiel
gilt

/
:0[1L P(Z)dz:limi,/ C—Zdz

R 21 ). P(z) R—00 271




Der Abschnitt /g liegt in einem offenen Rechteck, auf dem P(z) nullstellenfrei ist.
Weil das ein Elementargebiet ist, hat P dort einen Logarithmus, etwa

log(P(z2)) = log |P(2)| +i6(2)

mit einem Argument 6. Also ist

P'(z) ‘ . . o
/ZR P() dz =log|P(iR)| + i0(iR) — log |P(—iR)| — if(—iR).

Im Limes R — oo haben wir

. |P(iR)|
lim
Abeo [P(—iR)
also log |P(iR)| — log |P(—iR)| — 0, und
1 P'(2) 1 . :
— - - (-
R—oo 271 [, P(2) dz 2w (0(200) ( ZOO))

misst die Anderung des Arguments von P(iy) wenn y von —oco nach oo fahrt; mit
anderen Worten, wie oft P(iy) um 0 lauft.

Nach dem Prinzip vom Argument gilt

#{Nullstellen in der Halbebene Re[z] < 0}
= lim x(P(Cg);0)
R—o0
d
=5+ I%im #{Umléufe der Kurve y — P(iy) um 0}.
—00
Fiir das Polynom P(z) = 2%+ 1 gilt z.B. P(iy) = 1 +iy®. Wenn y von —oo nach oo
fahrt, ,umlauft die Kurve P(iy) den Ursprung 1/2 mal. (Warum?) Die Anzahl der
Nullstellen von P(z) in der Halbebene Re[z] < 0 ist also sgrad(P) + £ = 3.
Fiir das Polynom P(z) = 2% + 2% + 1 bildet P(iy) = 1 — 4® + iy® eine Kurve, die

einmal um 0 l&uft, vgl. Figur. Die Anzahl der Nullstellen in der Halbebene Re[z] < 0
ist also sgrad(P) + 1 = 4.
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Im

(c) P(z) =2 +1 (d) P(z) =2 +2°+1

Figur 4.1: Das Prinzip vom Argument:

(a),(b): Die Kurven P(iy) (y € R). Fiir P(z) = z° + 1 macht P(iy) (die Gerade
Re[z] = 1) eine halbe Revolution um 0. Fiir P(z) = 2%+ 2% + 1 macht P(iy) genau eine
Revolution um 0.

(¢),(d): Die Nullstellen der jeweiligen Polynome.

Eine klassische Anwendung des Argumentprinzips ist der Satz von Rouché.

Satz 4.12 (Satz von Rouché). Sei D ein Elementargebiet, C° C D eine
geschlossene Jordan-Kurve und f,q: D — C holomorphe Funktionen, fir die

If(2)] > |g(z)|, z€C

gilt. Dann haben f und f + g die gleiche Anzahl von Nullstellen in Inn(C').
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Beweis. Sei ¢ : [0,1] — C eine Parametrisierung. Mit der Dreiecksungleichung findet
man

£ (2) + s9(2)| = [f(2)] = slg(2)] >0

fir jedes s € [0, 1] und jedes z € C. Das ergibt eine Homotopie in C\{0} zwischen den
Bildkurven f(C) und (f + ¢)(C): und zwar

H :[0,1] < [0,1] — C\{0},  H(s,t) = f(p(t)) + sg(e(t)).

Daher umlaufen f(C) und (f + ¢)(C) den Punkt 0 gleich oft. O

Beispiel 4.13. Sei P das Polynom
P(2) =2 — 2% +62* +22° — 1.

Wir bestimmen die Anzahl der Nullstellen von P in der Einheitskreisscheibe E = {z : |z]| < 1}:
Auf dem Kreis |z] =1 gilt

6="06z">5>|2""—2" +2° — 1.

Nach dem Satz von Rouché hat P die gleiche Nullstellenanzahl in E wie 62%; also 4
Nullstellen.

Figur 4.2: Die komplexen Nullstellen von P(z) = 21 — 29 + 62 + 223 — 1.

4.3. Der Satz von der Gebietstreue

Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Raumen heifit offen, wenn f offene
Mengen auf offene Mengen abbildet. (Das darf man nicht mit Stetigkeit verwechseln:
f ist stetig, wenn f~1(U) in X offen ist fiir jede offene Teilmenge U C Y.)

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass eine nichtkonstante holomorphe Abbildung
f auf einem Gebiet immer offen ist. Das ist eine Anwendung des Prinzips von dem
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Argument, die die Losbarkeit von Gleichungen f(z) = a auf die Bestimmung eines
Integrals reduziert.

Proposition 4.14. Sei D C C ein Gebiet und f : D — C eine holomorphe
Abbildung, die in einem Punkt zy € D eine Nullstelle Nter Ordnung hat (N > 1).
Dann existieren e > 0 und r > 0, sodass fiir jede kompleze Zahla € C, 0 < |a|] <
die Gleichung

f(z)=a

im Ball |z — 29| < r genau N Lésungen hat.

Beweis. Sei r > 0 ein Radius, sodass D den abgeschlossenen Ball
B={weC: |w—2z|<r}

enthélt, und weder f noch f’ eine Nullstelle in B\{zy} besitzt. (Das geht, weil f nach
Definition einer Nullstelle Nter Ordnung nicht konstant sein kann; die Nullstellen von
f und f’ sind daher diskret in D.) Nach dem Prinzip vom Argument gilt

1 f'(w)

. dw = N.
2mi |w—zo|=r f(w)

Sei jetzt € > 0 hinreichend klein, dass |f(w)| > ¢ auf dem Kreis |w — 29| = r gilt. (Das
ist moglich, weil f stetig und nullstellenfrei auf dem Kompaktum |w — z| = r ist.)
Dann ist die Funktion

lw—2z| =7, |a| <e

stetig. Die Funktion
1 f'(w)
= — ————d
¢ 2m fw—zd:r f(w> —a v

ist damit stetig auf B.(0); sie nimmt aber (als Nullstellenanzahl) nur ganze Zahlen als
Werte an, muss also konstant sein. Das heif}t:

1 J'(w _ 1 flw)
’G‘<€:> 2—7”% mdw—fm sl f(’w) dw =N

w—zp|=r

= Die Gleichung f(w) = a hat N Losungen (mit Vielfachheiten).

Fiir 0 < |a| < € und |w — 29| < r hat w — f(w) — a keine Nullstellen hoherer Ordnung,
da f’ dort keine Nullstellen (auBler eventuell w = zy) hat. Die Losungen von f(w) = a

miissen einfache Nullstellen von f(w) — a sein, und es gibt genau N davon. O
Dass das Integral N(a) := 7 oz f](cg;”_)a dw im obigen Beweis konstant (als

Funktion von a) ist, sieht man auch mit der Leibniz-Regel (Differenzieren unter dem
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Integralzeichen):

_ 1 f'(w)
2mi |w—zo|=r (f(w) - CL)Q

Der neue Integrand besitzt eine Stammfunktion bzgl. w, namlich —m. Das Integral

davon ist also N'(a) = 0.

N'(a) dw.

Satz 4.15 (Satz von der Gebietstreue). Sei D ein Gebiet und f : D — C eine
nichtkonstante holomorphe Abbildung. Dann ist das Bild f(D) ein Gebiet.

Beweis. Das Bild einer (weg)zusammenhéngenden Menge unter einer stetigen
Abbildung ist immer (weg)zusammenhéngend. Es geht darum zu beweisen, dass f(D)
offen ist.

Sei a € f(D) und zy € D ein Urbild. Dann hat die Funktion z — f(z) — a eine
Nullstelle (endlicher Ordnung) in z = z;. Nach Proposition existiert € > 0 und
r > 0, sodass fiir jede Zahl b € C, 0 < |b| < ¢ die Gleichung f(z) — a = b mindestens
eine Losung im Ball |z — 29| < r besitzt. Insbesondere gehort jedes a + b zum Bild
f(D), d.h. f(D) enthélt die offene Umgebung B.(a) von a. O

Korollar 4.16 (Maximumprinzip). Sei D ein Gebiet und f : D — C eine holomorphe
Funktion. Der Betrag |f| besitze in einem Punkt a € D ein lokales Maximum; d.h. es
gebe eine Umgebung a € U C D mut

|f(a)] = sup[f(2)].

zeU

Dann ist f konstant.

Beweis. Die Umgebung U sei 0.B.d.A. offen und zusammenhangend. Wenn f nicht
konstant wire, dann wére f(U) eine offene Umgebung von f(a). Insbesondere miisste
f(U) Punkte enthalten, die im Betrag gréfier als f(a) sind. O

Bemerkung 4.17. (i) Fiir nichtkonstante holomorphe Funktionen ohne Nullstellen gilt
auch das Minimumprinzip: der Betrag |f| hat keine lokale Minima. Das folgt aus dem
Maximumprinzip fiir 1/f.

(i) Auf jeder kompakten Teilmenge K C D nimmt | f| als stetige Funktion ein Maximum
an. Nach dem Maximumprinzip kann das Maximum nur auf 0 K angenommen werden.
Es gilt also immer:

sup |f(2)] = sup |f(2)].

zeEK z€0K
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4.4. Lemma von Schwarz

Das Lemma von Schwarz ist eine Anwendung des Maximumprinzips auf holomorphe
Funktionen, die die Einheitskreisscheibe in sich selbst abbilden. Sei

E:={z€C: |z| <1}.

Satz 4.18 (Lemma von Schwarz). Sei f : E — E eine holomorphe Funktion mit
f(0) =0. Dann gilt
[f( <z, z€E

und
1 (0)] < 1.

Wenn es einen Punkt z # 0 mit | f(z)| = |z| gibt, oder gilt |f'(0)] = 1, dann ist f
von der Form

f(z)=C(z, z€E
mit einer Zahl ¢ € C, |¢| = 1.

Beweis. Da f(0) = 0, haben wir

f(z) =2-9(2)

mit einer holomorphen Funktion g : E — C. Fir jedes 0 < r < 1 gilt nach dem
Maximumprinzip
|/ (2)]

1
sup |g(2)] = sup [g(2)| = sup === < -

|2 <r J2l=r =r 12|

(Hier gilt |f(2)| <1, weil f E nach E abbildet.) Im Limes r — 1 erhalten wir

sup [g(z)| < 1
|z]<1

und daher |f(2)| < |z|. Im Limes z — 0 bekommen wir auflerdem

1| _ i gz)1 < 1.

z—0

()] = lim

z—0

Wenn |f(z)| = |z| fiir irgendein z € E\{0}, dann ist z ein lokales Maximum von g.
Wenn |f/(0)| = 1, dann gilt |g(0)| = 1, also ist 0 ein lokales Maximum von g¢. In beiden
Féllen folgt aus dem Maximumprinzip, dass g = ¢ konstant ist, also f(z) = (z. O

Beispiel 4.19. Damit bekommen wir einen anderen Beweis fiir den Satz von Liouville.
Sei h : C — C eine beschriankte ganze Funktion, |h(z)| < M fir z € C. Sei R > 0 ein
Radius und w € C. Dann bildet die Funktion

1) = h(w + };z\i— h(w)
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E auf E und 0 auf 0 ab. Nach dem Lemma von Schwarz gilt

1> [£/(0)] = 1ol ()]
Weil das fiir beliebiges R > 0 gilt, ist A'(w) = 0. Damit ist h konstant.

Mit dem Lemma von Schwarz kann man die Automorphismengruppe von [E bestimmen,
d.h. alle bijektive, holomorphe Funktionen f von E auf E. Dazu kommen wir spater.
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5. Der Residuensatz

5.1. Isolierte Singularitaten

In diesem Abschnitt ist D C C immer offen und f : D — C eine holomorphe Funktion.

Definition 5.1. Eine (isolierte) Singularitit von f ist ein Punkt a, der nicht
zu D gehort, der aber die Eigenschaft hat, dass D eine punktierte Umgebung

B(a)={z€C: 0<|z—a| <71}, 7>0

um a enthalt.

Die Definition einer isolierten Singularitat hangt nicht von der Funktion f ab. Man
klassifiziert Singularitaten nach dem Verhalten von f in ihrer Nahe.
Beispiel 5.2. (i) Die Funktionen sz(z), 1, exp(1/z) sind holomorph auf C\{0} und
haben alle eine isolierte Singularitat in z = 0. Thr Verhalten im Limes z — 0 ist sehr
unterschiedlich: @ setzt sich stetig auf z = 0 fort, und % geht im Betrag gegen oo.
Man kann aber zeigen, dass exp(1/z) in jeder punktierten Umgebung von z = 0 jeden
von 0 verschiedenen Wert w unendlich oft annimmt, etwa in den Punkten

1
T Log(w) + 2min’

n € Z, |n| hinreichend grof3.

Diese drei Funktionen sind exemplarisch fiir alle isolierten Singularitaten.

(i) Die Funktionen Log(z), v/z := e2™°5() usw. haben keine isolierte Singularitit in
z = 0, weil die negative reelle Achse nicht zum Definitionsbereich der Funktion gehort.
Man spricht stattdessen von einem Verzweigungsschnitt. Die Definitionen und Séatze in
diesem Kapitel gelten nicht fiir diese Funktionen.

Definition 5.3. Eine isolierte Singularitdt a von f heifit hebbar, wenn f eine
holomorphe Fortsetzung auf D U {a} besitzt.

Dabei ist D U {a} offen, denn D U {a} = D U B,(a) fiir jedes hinreichend kleine r.
Die holomorphe Fortsetzung auf D U {a} bezeichnen wir normalerweise auch mit f.
Es gilt also

f(a) = Tim f(2).

z—a
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Beispiel 5.4. f(z) = %, z # 0 hat eine hebbare Singularitdt in z = 0. Die
holomorphe Fortsetzung ist die tiberall konvergierende Potenzreihe

R S G e
f(Z)— zomz y z € C.

Insbesondere gilt f(0) = 1.
Satz 5.5 (Riemannscher Hebbarkeitssatz). Sei a eine isolierte Singularitit von
f. Dann sind dquivalent:

(1) a ist hebbar;

(ii) Es gibt eine punktierte Umgebung By (a) von a, auf der f beschrdnkt ist.

Das unterscheidet sich deutlich von Analysis in R, wo man stetige Funktionen mit
einer ,eckigen®“ Singularitdt findet; z.B. die Funktion |z| in der Ndhe von z = 0. In
der Nahe einer nichthebbaren Singularitat a muss sich f schlechter verhalten: entweder
gilt lim, ,, | f(2)| = 0o, oder lim,_,, | f(z)| existiert gar nicht.

Beweis. (1) = (ii): Wenn a hebbar ist, dann ist f (bzw. die holomorphe Fortsetzung
von f) in a holomorph, also auch stetig.
(ii) = (i): Wir betrachten die Funktion

o(z) = {(z—a) f(z): zeD;

0: zZ = a.
Da f in einer punktierten Umgebung von a beschrankt bleibt, gilt
lim(z —a)f(z) = 0.
zZ—a

g ist also nicht nur stetig, sondern auch holomorph, mit

¢'(a) = lim 9(2) — 9(a) = lim(z —a)f(z) = 0.

z—a zZ—Q z—a

Damit hat g eine Entwicklung als Potenzreihe um z = a, die wegen g(a) = ¢'(a) = 0
ab Exponent 2 beginnt:

g(z) = ch(z —a)", |z—a|l<r
n=2

Fir 0 < |z — a] < r hat f die Entwicklung

f(z) = ch+2(z —a)".

Diese Potenzreihe konvergiert fiir |z — a| < r und definiert die holomorphe Fortsetzung
von fin z = a. O]
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Definition 5.6. (i) Eine isolierte Singularitdt a von f heiit unwesentliche
Singularitat, wenn es ein m € Ny gibt, sodass a eine hebbare Singularitat der
Funktion (z — a)™f(z2) ist.

(ii) Eine unwesentliche Singularitét, die nicht hebbar ist, heifit Pol von f.

Wenn f einen Pol in a hat, und die Zahl m minimal gewéhlt ist, sodass a eine
hebbare Singularitdt von (z — a)™f(z) ist, dann heit a Pol mter Ordnung. Wir
schreiben

ord(f;z=a) = —m.

Wenn a selbst eine hebbare Singularitat von f ist, dann schreiben wir:

0:  f(a) #0;

m : f hat eine Nullstelle mter Ordnung in a.

ord(f;z=a) = {

Dieser Begriff erweitert auf natiirlicher Weise die Ordnung einer Nullstelle. Unter
anderem gilt
ord(f - g;z=a) =ord(f;z =a) + ord(g; z = a),

wenn [ und g unwesentliche Singularitaten in a haben.

Beispiel 5.7. (i) Die Funktion
1 2
f(z) = ;—1-2—1-3—1-42

hat in z = 0 einen Pol zweiter Ordnung. Denn

142243224 42°
= - ,

f(2)

z
und 0 ist eine hebbare Singularitit aber keine Nullstelle des Zahlers 1+ 2z + 322 4 423,
(ii) f(2) = @ hat in z = 0 einen Pol erster Ordnung (d.h. einen einfachen Pol). Denn
z = 0 ist eine hebbare Singularitat von Sinz(z), aber keine Nullstelle der holomorphen

Fortsetzung von Sinz(z) .

Proposition 5.8. Sei a eine isolierte Singularitit von f. Dann sind dquivalent:
(1) a ist ein Pol (irgendeiner Ordnung) von f;

(1) lim,,, | f(2)| = o0.

Beweis. (i) = (ii): Sei m die Polordnung von a. Dann existiert der Limes

lim(z —a)™f(z) = c#0.

z—a

Da lim, ,, |z — a|™ = 0 ist, muss lim,_,, | f(z)| = oo gelten.
(i) = (1): Da lim,,|f(z)| = oo, ist f auf einer punktierten Umgebung B?(a) von
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a nullstellenfrei. Die Funktion g := 1/f ist dann holomorph auf Bf(a) und es gilt
lim, ,,¢g(2) = 0. Nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz hat ¢ eine holomorphe
Fortsetzung auf D U {a} mit einer Nullstelle in a; sei m die Ordnung. Dann gilt

o 9()
laa (z — a)m

—c#£0,

also |
lim(z — )™ f(2) = = £0,
z—a C
und damit ist a ein Pol mter Ordnung von f. O

Definition 5.9. Eine wesentliche Singularitat von f ist eine nicht
unwesentliche Singularitat. Das heifit, die isolierte Singularitat a ist wesentlich,
wenn f weder einen Pol noch eine holomorphe Fortsetzung auf a besitzt.

Beispiel 5.10. Die Funktion exp(1l/z) hat eine wesentliche Singularitdt in z = 0.
Keine Funktion 2™ exp(1/z), m € Ny, kann eine holomorphe Fortsetzung in z = 0
besitzen. Denn 2" exp(1/z) hat den gleichen Wert wie 2™ in den Punkten der Menge
{1/(2min), n € Z\{0}}, aber 2™ exp(1/z) # 2™ iiberall. Eine holomorphe Fortsetzung
in z = 0 wiirde dem Identitatssatz widersprechen.

Satz 5.11 (Satz von Casorati-Weierstrafl). Sei a eine isolierte Singularitdt von
f. Dann sind dquivalent:

(1) a ist eine wesentliche Singularitdt von f;

(ii) Das Bild f(B;(a)) jeder punktierten Umgebung von a unter f ist eine dichte
Teilmenge von C.

Eine viel stérkere Aussage als (ii) ist der grofie Satz von Picard: auf jeder punktierten
Umgebung einer wesentlichen Singularitat nimmt f jeden Wert in C, mit hichstens
einer Ausnahme, unendlich oft an. Fiir exp(1/z) ist der Ausnahmewert 0.

Der Beweis vom grofien Satz von Picard geht entweder iiber die Theorie der Riemann’schen

Fliachen oder eine viel genauere Untersuchung der Abbildungseigenschaften holomorpher
Funktionen] Wir werden den Satz an dieser Stelle nicht beweisen kénnen.

Bemerkung 5.12. Die komplexwertige Tangens-Funktion tan(z) = sin(z)/ cos(z) kann
die zwei Werte £i nicht annehmen. (Warum?)

Nach dem Satz von Picard kann die Singularitét in z = 0 von tan(1/z) automatisch
nicht isoliert gewesen sein. Das kann man auch direkter einsehen.

Der Beweis des Satzes von Casorati—Weierstrafl ist nach den obigen Vorbereitungen
nicht mehr so schwer:

ly. B. Funktionentheorie 2 von R. Remmert, G. Schuhmacher.
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Beweis. (ii) = (i): Die Annahme (ii) schliefit die Charakterisierungen von hebbaren
Singularitdten (|f(z)| beschrédnkt) und Polen (|f(z)|] — o0) aus, sodass a nur eine
wesentliche Singularitat sein kann.

(i) = (ii): Angenommen, das Bild f(B(a)) einer punktierten Umgebung von a ist
nicht dicht. Dann existiert ein b € C und ein Radius € > 0, sodass der ball B.(b) um b
vom Bild f(B¢(a)) disjunkt ist. Die Funktion

1
g(2) = 7 =b

bleibt damit im Limes z — a beschrankt. Nach dem Riemann’schen Hebbarkeitssatz
hat g eine holomorphe Fortsetzung auf D U {a}. Aber dann hat
f(z)=b+—
Z) = —
9(2)

entweder eine hebbare Singularitédt (wenn g(a) # 0) oder einen Pol mter Ordnung (wenn
g eine Nullstelle mter Ordnung in a hat) in a, also keine wesentliche Singularitdt. [

5.2. Laurent-Reihen

Laurent-Reihen sind eine Verallgemeinerung von Potenzreihen, bei der man negative
Exponenten erlaubt.

Definition 5.13. Sei a € C.
(i) Eine Laurent-Reihe mit Entwicklungspunkt a ist ein formaler Ausdruck

Z cn(z—a)", ¢, €C.
(ii) Eine Laurent-Reihe > °° _ ¢,(z — a)" konvergiert in z € C\{a}, wenn die
zwei Reihen
(e}
Z z—a)" Z c_n(z—a)™"
n=0
konvergieren. In diesem Fall definiert man
Z cn(z —a)" chz—a)"—i-Zc_n(z—a)_".
n=-—00 n=0 n=1

Die Begriffe der absoluten Konvergenz, gleichmafligen Konvergenz usw. von einer

Laurent-Reihe definiert man wie in Definition tiber den Reihen > ¢, (z — a)",
> onei Conlz — @)™
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Wenn die Potenzreihe Y 7 ¢,(z — a)™ in irgendeinem Punkt zp mit |z — a| = R
konvergiert, dann konvergiert sie im offenen Ball {|z —a| < R} absolut und gleichméfig
auf Kompakten und definiert dort eine holomorphe Funktion. Die zweite Reihe

Zc, z—a) Zc,(z—a 1>n

kann man als Potenzreihe in der Variablen w := (2 — a)~! auffassen. Wenn sie in
irgendeinem Punkt 2z; mit |2; — a|™! = 77! konvergiert, dann konvergiert sie in der
offenen Menge

{lz—al™ <r '} ={|lz —a| >r}
absolut und gleichméafig auf Kompakten und ist dort holomorph. Das fithrt zur folgenden
Erkenntnis:

e '

Proposition 5.14. Sei > 7 ¢,(z — a)" eine Laurent-Reihe, die in zwei

n=—oo

Punkten zy, z1 € C\{a} konvergiert mit
= |21 —a| < |20 — a| =: R.
Dann konvergiert Y " cn(z — a)™ absolut im Ringgebiet
R:={z€C: r<|z—a|l <R},

die Konvergenz ist gleichmdfig in kompakten Teilmengen von R, und die so
definierte Funktion ist auf R holomorph.

Die Ableitung einer Laurent-Reihe berechnet man gliedweise:

d o0 oo

- Z en(z —a)" = Z nen(z —a)™ L.

n=-—o0o n=-—o00
Man beachte, dass der Koeffizient von (z — a)™*

d [e'e]

£ oo Ca(z — @)™ immer Ocy = 0 ist.

in einer abgeleiteten Laurent-Reihe

Satz 5.15. Seiena € C, 0 <r < R < o0, und
R={2z€C: r<|z—a|l| <R}

ein Ringgebiet. Sei f : R — C eine holomorphe Funktion. Dann besitzt f eine
ewndeutige Laurent-Zerlegung: eine Zerlequng

f(z):g(z—a)—i-h( ), Z€R

zZ—a

mit holomorphen Funktionen g : Br(0) — C und h : By,,(0) = C mit h(0) = 0.
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Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. a = 0 annehmen. Der allgemeine Fall fithrt man mit der
Substitution z — z — a auf a = 0 zuriick. Die gesuchte Zerlegung hat dann die Form
1
£(2) = g(2) + b(3):
Eindeutigkeit: Angenommen,

&) = gn@) < e (%) = go(2) + o (%)

wéren zwei solche Zerlegungen (ohne Einschrankung mit den gleichen Radien). Man

definiere
1 1

G(2) == gi(2) — ga(2) = ho (Z) — I <-) , zER.

z
Die Darstellung von G als ¢1(z) — ga2(z) definiert ihre holomorphe Fortsetzung auf
{|z| < R}, und die Darstellung als hy(1/z) — hy(1/2) ist die holomorphe Fortsetzung
auf {|z| > r}. Dadurch wird G zu einer ganzen Funktion, die auferdem beschrénkt ist,
da hi(1/2),ha(1/z) auf {|z| > R} beschrénkt sind. Nach dem Satz von Liouville ist G
konstant, und wegen der Annahme h,(0) = h2(0) =0 ist G = 0.

Existenz: Wir motivieren zuerst die Konstruktion. Angenommen, eine solche

Zerlegung
1
f(z) = 9(z) +h(3)
existiert. Sei zp € R fest und seien pq, po Radien mit
r<p < |z < p2 <R.

Wir integrieren die Funktion %m% entlang den positiv orientierten Kreisen von Radius
p1 bzw. ps um 0, wie in der Abbildung:

RO O o) 1 b

Z— 2 211

211 Z— 2 211

|z|=pi |z|=p; |z|=pi
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Die Funktion 2L ist im Inneren des Kreises von Radius p1 holomorph, also

zZ—20
1 g9(2)
zZ— 20

dz = 0.

270 Jjal=p,

Fiir den Kreis von Radius py bekommen wir mit der Cauchyschen Integralformel

1 9(2) 4

—— zZz = 20)-
zZ — 20 g(O)

270 el =ps

Fiir das Integral von h verwenden wir die Substitution z = 1/w.

7{ h(1/z) Ay — 7{ h(w)  dw
l2l=p: 2 — 20 ol=pt L/W =20 w?

_ _lj{ @l
20 Jjwj=prt w — 1/20

Dabei ist p,* < 1/2p < p;*'. Nach dem Cauchyschen Integralsatz und der Cauchyschen
Integralformel gilt

1 h(1
Py 1/z) g, - 0,
278 Jyel=py % — 20
1 1 1 1 1 A1
- hi/z) g, -1 L hw)/w g, L MYR) _ g
278 J=p, 2 — %0 Zo 2T ol=pr? W — 1/z % 1/2

Die obigen Uberlegungen zeigen, dass g und h als Integrale

1 f(w)
= — d
1
h(z) = — 2/ (w) dw, |z|<1/r
278 Jyp)=py 1 — 2w

definiert werden sollen. Dabei wéhlt man fiir jedes z € R Radien pp,ps mit
r < p < |z| < po < R. (Die Integrale hingen nach dem Cauchyschen Integralsatz
nicht von der Wahl von py, p2 ab.) Die Holomorphie von h in z = 0 folgt aus dem

Riemannschen Hebbarkeitssatz und die gleichméaflige Konvergenz von wf_<—“1’/)z im Limes
z — 0 gegen 0 auf dem Kreis {|w| = p1}.
Mit diesen Definitionen gilt

9(z2) +h(l/2) — f(2) = Ly{ . Mdf‘”_ij’{lz fw) = f(z) s,

2w w—z 211 w— 2
denn
1 1 1 1
— f(z) dw = f(z)  — dw = f(2), —]{ f(z) dw = 0.
270 Jyp=p, W — 2 270 Jyp)=py W — 2 270 Jjwj=p, W — 2
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Aber W hat nur eine hebbare Singularitit in w = z und definiert eine holomorphe
Funktion im Ringgebiet. Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt

fw Q) @) -FE)
7|{v|:p2 fw:pl ’

w—z w—z

und damit g(z) + h(1/2) — f(z) = 0.

Setzen wir in die Laurent-Zerlegung

F&) =gty n ()

zZ—a

die Entwicklungen von g und h als Potenzreihen ein, so bekommen wir die Laurent-
Entwicklung:

Satz 5.16. Seien 0 <r < R < oo Radien, a € C und
R={z:r<|z—a| <R}

ein Ringgebiet. Jede holomorphe Funktion f : R — C besitzt eine eindeutige
Darstellung als konvergente Laurent-Reihe:

f(z) = Z cn(z —a)".
Fiir die Koeffizienten gilt die Formel
1 f(z)
0= e g
= om lo—al=p (2 — @)1 :

fur jeden Radius r < p < R.

Beweis. Sei f(z) = g(z — a) + h (-£) die Laurent-Zerlegung von f und seien

g(z) = chz", |z| < R;
n=0

h(z) = Zc,nz", |z| < 1/r
n=1

die Potenzreihenentwicklungen von g und A um 0. Dann ist

o

f(z) = Z cn(z —a)™.

n=—oo
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Die Darstellung ist eindeutig, weil die Laurent-Zerlegung und die Entwicklungen von ¢
und h eindeutig sind. Die Koeffizientenformel folgt aus der Rechnung

! i) S oLl o
- _ IV 4, = I 7Y 4
278 Jogzp (2 — @)t : n:zooc 210 Jyoazp (2 — @)t :
o
= Z Cn * On—(k+1)=—1
= Ckg. O

Beispiel 5.17. Wir berechnen die Laurent-Entwicklungen der Funktion

f(z) = —

1 —z

in den Ringgebieten {0 < |z] < 1} und {1 < |z| < oo}.

In der Kreisscheibe |z| < 1 gilt die Taylor-Entwicklung

1 o
f(z) = 1_Z:;z”:1+2+22+753+...

Im Ringgebiet |z| > 1 haben wir

(=t b

w 1-— l1—w

1
w

fir |w| < 1; mit der geometrischen Reihe und w = 1/z bekommt man

Beispiel 5.18. Wir berechnen die Laurent-Entwicklungen der Funktion

1

ﬂ”:<n—n@+m

in den Ringgebieten {0 < |z| < 1} und {1 < |z| < 2} und {2 < |z| < oo}. Dazu
verwendet man am besten die Partialbruchzerlegung
A B

= —~ ., ABeC.
fo)=—3+t75 ABE

Die Konstanten sind dabei

: . 1 1
A=l = 7)== g
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und

1111 I, I,y e 11 3, 5 4 11,
f& =3 359 = 327 2 (03) =T e R

Im Gebiet 1 < |z| < 2 ist die Laurent-Zerlegung

f(z) = g(2) + h(1/2)

it 11 11
= — = h 1 - — .
96) = =3 5o MUE=3-7
Wir entwickeln die Taylor-Reihen
1 1 1 — Z\" 1 =z 1 —
9 = =3 T 6n0< 2)’ () =317 34”
und erhalten die Laurent-Reihe
B B 1 5 1 5, 1 4 1 1 1
f(z)=g(z) +h(1l/z) = ...+ 5% + 3% + 5% 5 + 157 T 50t +

Im Gebiet 2 < |z] < oo ist die Laurent-Zerlegung g = 0 und

11 11 1 =z 1 z
hz) = f(1 - . _ . — . . .
(2) = f(1/2) 173 T4y27 31-: 3 1+22

3

1
Die Taylor-Entwicklung von h(z) um z = 0 ist dabei

1 & 1 —
h(z) = 3 > - g D @)t =22 =2+ 32 -5 110 %
n=1 n=1

Wir bekommen die Laurent-Reihe
f(2) =22 =22 4+3271 =522+ 11270 £ .

Die punktierte Umgebung By (a) = {z : 0 < |z —a| < R} ist der spezielle Fall eines
Ringgebiets mit innerem Radius 0. Eine holomorphe Funktion f : D — C mit einer
isolierten Singularitit in a hat also eine Entwicklung um a als Laurent-Reihe,

[e.e]

f(z) = Z cn(z—a)", 0<|z—al<R.

n=—oo

Anhand der Laurent-Reihe erkennt man die Art der Singularitét:

a ist hebbar < ¢, =0Vn <0;
a ist ein Pol der Ordnungm < ¢, =0Vn < —mund c_,, # 0;

a ist wesentlich < ¢, # 0 fiir unendlich viele n < 0.
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Der negative Teil
-1

Z Cn(z —a)"

n=—oo

der Laurent-Entwicklung von f in einer punktierten Umgebung von a nennt man den
Hauptteil von f in a. Damit haben wir die Charakterisierung;:

a ist hebbar <« kein Hauptteil;
a ist ein Pol der Ordnungm < endlicher Hauptteil;

a ist wesentlich < unendlicher Hauptteil.

Beispiel 5.19. Auf C\{0} haben die drei Exemplare fiir isolierte Singularitite die
folgenden Darstellungen als Laurent-Reihen:

5.3. Der Residuensatz

Der Residuensatz ist eine sehr praktische Verallgemeinerung des Cauchyschen Integralsatzes
fiir holomorphe Funktionen mit isolierten Singularitaten.
Sei D C C offen und f : D — C holomorph. Sei a ¢ D eine isolierte Singularitét

von f, und
o0

Z n(z—a)", 0<|z—a|<Tr

n=—oo

die Entwicklung von f als Laurent-Reihe um a.

Definition 5.20. Das Residuum von f in a ist der Koeffizient von (2 —a)™':

Res(f;z=a) = c_;.

Bemerkung 5.21. Wenn f(z) einen einfachen Pol (d.h. einen Pol erster Ordnung) in
a hat, dann hat die Laurent-Reihe von f(z) in einer punktierten Umgebung von a die
Form

f(2)=ci(z—a)t+ept+e(z—a)+ ..

Dann ist a eine hebbare Singularitét von (z — a) - f(2), und es gilt

Res(f;z =a) = c_y = lim(z — a) f(2).

z—a
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Beispiel 5.22. Die Funktion

f:C\{mn:neZ}—-C, f(z)= L

 sin(z)

hat einfache Pole in den Punkten 7n, n € Z. Das Residuum in 7n ist

- 1 1
SRLC T - = (—1)".

i sin(z)  z»mcos(z)  cos(mn)

Bemerkung 5.23. Wenn f einen Pol mter Ordnung (m > 2) in a hat, dann zeigt man
mit einer ahnlichen Rechnung tiber der Laurent-Reihe um a:

R (R O)]

Res(f2 =) = G

Fiir grofle Ordnungen m kann diese Formel unhandlich werden.

Beispiel 5.24. Das Residuum der Funktion f(z) =

2) ist —%. Dazu schreibt man

d 2 d
Rl e ) B = (e B e

m in z =4 (von Polordnung

Im Limes z — ¢ bekommen wir
) 2 7
Res(f;z = Z) = _W = _Z

Als Laurent-Koeffizient gilt fiir das Residuum eine Integralformel, die oft eine Anwendung
der Leibniz-Regel (Differentiation unter dem Integralzeichen) erlaubt.

Beispiel 5.25. Sei a € C\{0}. Dann hat die Funktion
1 1 1 1
R B Y )

22—a?2 2a\z—a z4a

zwei einfache Pole in z = a und z = —a, jeweils mit

Res(f;z =a) = 2i, Res(f;2 = —a) = ——.

a 2a

Ableiten nach a gibt uns

also
R ( 1 ) 1 1 1
eS| ———1z2=0a)]=— — = ———.
(22 — a?)?’ 2a  2a? 4a?
In a = i bekommen wir wieder
1 1 )
e (22 + 1)2 & ! 4&3 a=1i 4




Satz 5.26 (Residuensatz). Sei D C C ein Elementargebiet. Seien ay, ...,a, € D
endlich viele Punkte und D := D\{ai,...,a,}. Sei f : D — C eine holomorphe
Funktion und C' C D eine geschlossene stickweise glatte Kurve. Dann gilt

/Cf(z) dz = 2mi - Zx(C; a;) - Res(f;z = a;).

Beweis. Um jeden der Punkte a; sei

o0

f&)= > D(z—a)" |z—al<e

n=—oo

die Laurent-Entwicklung von f, sowie

()= & dear

n=—oo

L ) konvergiert dabei nach Definition der

Z—a;

der jeweilige Hauptteil. Die Reihe h; (

Laurent-Zerlegung in ganz C\{a;}, insbesondere iiberall in D.

Sei

o(2) = 1) = Yo ho (=)

Dann ist g eine auf D holomorphe Funktion, die in den Punkten a; nur hebbare
Singularititen hat. Die holomorphe Fortsetzung von g auf D bezeichnen wir auch
mit g.

Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt

/09(2) dz =0,

/Cf(z)dzzéghj<zjaj>dz:i Zl cfj)/c(z—aj)”dz.

j=1 n=—o00

also

Fiir n # —1 hat (¢ — a;)" eine Stammfunktion und das Integral ist 0. Im Fall n = —1
gilt

c(_]% = Res(f;2 =a;) und /(z —a;) "t dz = 2mi - x(C; ay)
C
nach Definition der Umlaufzahl. Also gilt

/f(z)dz:ZWi-zr:x(C’;aj)-Res(f;z:aj). O
c s
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Der Residuensatz folgt auch aus der Homologie-Version des Cauchyschen Integralsatzes.
Man ersetzt die Kurve C' durch einen zu C' homologen Zyklus, der aus hinreichend
kleinen Kreisen (mit den korrekten Umlaufzahlen) um den Punkten ay, ..., a, besteht.
Auf jedem Kreis ersetzt man dann f(z) durch die Laurent-Reihe und integriert gliedweise.

Beispiel 5.27. Sei C' der (positiv orienterte) Einheitskreis. Wir berechnen das Integral

7{ dz
o (2 —2)(1 +422)

Die Funktion f(z) = m hat einen einfachen Pol in z = 2, der auflerhalb von C'
liegt, und fiir den das Residuum von f nicht zum Integral beitragt, sowie einfache Pole

in z= :I:%z'. Wir bekommen

fc = 2)‘?f+422> _ 27rz'<Res (f;z - %z) + Res (f;z - —%z) )

- (1. z—1i/2 Lo z41i/2 )
— 4T - 1m 1m
a—di (2= 2)(1+422) o5l (2—2)(1+42?)

= 2 - <(@'/2—2)(8-i/2) - (_@'/2—2)(8-(—i/2>)>

_2mi
17
Beispiel 5.28. Wir betrachten die Funktion
@)= =, zgTE
:  sin(z)’ frmes

In jedem Ringgebiet nm < |z] < (n+ 1) hat f(2) eine Entwicklung als Laurent-Reihe
um z = 0.
Fiir 0 < |z| < 7 hat man die Laurent-Entwicklung

f(z) = ;cgnlz%l =14 éz + %23 + %z‘r’ + ...
mit P
Cop—1 = WBQT“ n=1723.
Das folgt mit etwas Algebra aus der Definition der Bernoulli-Zahlen:
i B, ., =z
— W T e 1

Die Laurent-Entwicklungen in den anderen Ringgebieten bekommt man mit dem
Residuensatz. Sei f(z) =Y o~ a,z" die Darstellung im Gebiet N7 < |z| < (N +1)7.
Dann ist ] ]

n= 5 ————dz, Nm<p<(N+1m.
= o 12]=p SIN(2) 2" : T<p<(N+Dr
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Mit dem Residuensatz bekommen wir

al 1
n — R <— VR = ) .
¢ AZ_:N > sin(z)znt! S

Jj=

Das Residuum in z = 0 ist dabei der Koeffizient ¢, der Laurent-Entwicklung von f in
0 < |z| < 7. Alle anderen Pole z = 7j sind einfach und das Residuum dort ist

Res : ) = lim == ™ : Clr
—_— 2 =T = 11m = — .
sin(z)zn+1’ J zomj sin(z)z"tt cos(my)(my) Tt (mwy)ntt

Wir bekommen

—1)
a, = Cn—|—7T_n_1 Z ( ) '
—N<G<N

370

5.4. Anwendungen des Residuensatzes

Manche reellen Integrale lassen sich durch eine geschickte Transformation in geschlossene
Wegintegrale umwandeln, die man unter anderem mit dem Residuensatz bestimmen
kann. Umgekehrt kann man, mit dem Residuensatz, Reihen iiber interessanten Residuen
mithilfe von geeigneten Integralen berechnen.

Wir leiten jetzt einige allgemeine Integrationsformeln und Summationsformeln her.

1. Trigonometrische Integrale. Gegeben sei ein bestimmtes Integral der Form

I= i ' (cos(#),sin(A)) d.

Wir schreiben z = ¢ und haben

0 —if -1 i _ —if 1
cos(f) = ‘ —;6 == +2Z , sin(f) = c 2,6 == 2,Z :
i i

Dann gilt

]{ f<z+z_17z—tz_1>‘1dz
|z]=1 2 21 z

- / ) f(cos(6),sin(6)) - e—;@'ew Ao (z ="
0
=1q-1.

Wenn die Funktion
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eine holomorphe Fortsetzung in |z| < 1 bis auf endlich vielen nicht-hebbaren Singularitéten
Z = wy, Ws, ..., w, besitzt, dann gilt (nach dem Residuensatz):

il = QWiZRes(g;z = w,),

j=1
also .
I= QWZRes(g;z = w;).
j=1

Wenn f eine rationale Funktion ist, dann ist g auch rational, alle w; sind Pole und
die Residuen lassen sich immer in geschlossener Form berechnen.

Beispiel 5.29. Wir bestimmen das Integral

2
I:/ ;de, a€c€R, a>1.
o a4+ cos(f)

Sei dazu
1 1 2

9(2) ::;'a—|—¥ T 2 2ar+ 1

Die Nullstellen von 22 + 2az + 1 sind —a + va? — 1; dabei liegt w; = —a + Va2 — 1
innerhalb des Einheitskreises und ws := —a — v/a? — 1 auBlerhalb. Nach dem obigen
Prinzip gilt

2 2 27

I =27-Res(g; 2 = wy) =27 lim (z—wy)- = 2m- = .
(g ) z—>w1< 1) (z —wy)(z — wy) Wy — We a?—1

Beispiel 5.30. Wir bestimmen das Integral

I= /07T log(sin(#)) dé.

Dazu schreibt man , , ,
616' _ 6—20 1— €2Z0
24 —24et

Der Trick dabei ist der komplexe Logarithmus

sin(f) =

Log(1 —e*), —7m/2 <0 <x/2.

Es gilt

' ' o0 _ i
Re [Log(l — %) =log|1 — €**| = log

= log(sin(@)) + log(2).

Log(1—2z) ist holomorph auf C\[1, co) und geht betragsméBig im Limes z — 1 logarithmisch
schnell (d.h. langsam) gegen co. Wir betrachten jetzt als Integrationsweg C. den
Einheitskreis mit einer ausgeschnittenen e-Umgebung von 1, vgl. Figur 5.1.
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Figur 5.1: Integrationsweg

Nach dem Residuensatz (oder der Cauchyschen Integralformel) gilt

Log(1 —
% Mdz = 2mi - Log(1) = 0.

Im Limes ¢ — 0 bekommen wir

/ Log(1 — ¢**)df# = lim ¢ Log(1 — z)E = 0.
0

=0 Jo 21z

Der Realteil des Integrals ist dann

/07r <log(sin(9)) + log(2)> dé = 0.

Also -
I= —/ log(2) df = —mlog(2).
0
2. Integrale von —oo nach co. Sei H={z =z +1iy: =,y € R, y > 0} die obere

Halbebene und
f-H—C

eine bis auf endlich vielen isolierten Singularitdten holomorphe Funktion, die eine stetig
Fortsetzung auf R besitzt.
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Wenn f im Limes |z| — oo hinreichend schnell abklingt, dann existiert das uneigentliche

Integral
00 R
/ f(z)dz = lim/ f(z)dz
oo R—oo [ _p

Man vervollstandigt den Integrationsweg von —R nach R durch den Kreisbogen vz von
Radius R zu einer geschlossenen Kurve Cg, und erhalt mit dem Residuensatz

f(z)dz = 2mi - Z Res(f;z = w).
Cr

weH
|lw|<R

(Genau genommen haben wir den Residuensatz nur in dem Fall bewiesen, dass der
Integrationsweg innerhalb des Gebiets liegt. In diesem Fall gehort [—R, R] zum Rand.
Das Problem umgeht man z.B. mit der Rechnung LRR f(x)dz = lim._,0 LRR f(x+ie)dx,
die wegen der gleichméfligen Stetigkeit von f auf dem Kompaktum

{r+iy: — R<z <R, 0<y<1}

erlaubt ist.)

Im

Re

Figur 5.2: Integrationsweg

Im Limes R — oo hoffen wir, dass das Integral entlang dem Kreisbogen C'r gegen
0 konvergiert. Wenn das der Fall ist, dann gilt die Integrationsformel

/ f(z)dz = hm f(z)dz = 2mi - ZReS
—00 Cr
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Satz 5.31. FEs gelten die Voraussetzungen wie oben, sowie eine der folgenden
Annahmen an f:
(i) Es gilt

dimsup B|f(z)] = 0;

R—oo eH
|z|=R

(ii) f(z) hat die Form f(z) = e**g(z) mit A € R, X > 0, und

lim sup |g(z)| = 0.

R—o0o Lcm
|z|=R

Dann gilt die Integrationsformel

/ f(z)dz = 2mi - Z Res(f

weH

Beweis. Sei Ry so grof3, dass alle Singularitaten von f in H im Betrag kleiner R, sind.
Dann gilt fiir jedes R > 0:

R
/Rf(z)dz+ f(z)dz:2m'-ZRes(f;z:w).
- TR weH

Wir schatzen das Integral entlang vy ab:
Fall (i): Mit der Standardabschétzung bekommen wir

z)dz| <R - sup |f(2)| =

zeH
|z|=R
Fall (ii): Diese Abschitzung nennt man das Lemma von Jordan. Sei z = Re®,
0 < 0 < ; dann gilt
eMg(2)| = (iRAcos(0) | ,—RAsin(0) g(z)‘ _ 6—RAsin(6)|g<z)|‘

Damit gilt

/el’\z dz‘ < sup |g(2) /Re RAsin(0) 49,
TR

zEH

Wir miissen nur noch zeigen, dass das Integral fo Re~ 2509 49 im Limes R — oo
beschrankt bleibt. Dazu schreiben wir

m /2
/ Re—R)\sin(O) do = 2R - / e—R)\sin(é‘) do
0 0

und verwenden wir die Abschétzung sin(6) > 26 fiir 0 < 0 < i

T ) w/2
/ Re—™sin0) 49 < 9R . / o~ 2R/ 1 — g(l . e—RA) <
0 0
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Beispiel 5.32. Fall (i) ist immer erfiillt, wenn f(z) =

) mit Polynomen P, (@),

Q=
grad(Q) > grad(P) + 2 und @ # 0 auf R.
Mit f(2) = 752 bekommen wir

< 1 —1 1
/Ool+x2da::2m'-Res(f;z:i):27Ti-£iir%;2+21:2m'-2—i:7r.

Fall (ii) ist immer erfiillt, wenn g(z) = ggz; mit Polynomen P, @, grad(Q) > grad(P)+1
und @ # 0 auf R. Es gilt z.B.

/ dr = 27i - Res( - 2= z) = 2mi - € = 2mie

o T —1 z2—1

iz

fir A > 0.

Beispiel 5.33. Wir berechnen das Integral

/00 cos(z) dz, a>0.

2 2
o T2t a

Dazu schreibt man ,
ell’

22 + a?

cos(z)
2?2 + a?

Nach der Integrationsformel ist

e , e , .. (z—ai)e | ™
——— dr = 27T2-Res<ﬁ; z = az) = 2m lim % =2mie” " — = —e .
e TPt a ¢+ a z—=ai 2%+ a 20t a

:Re[ }, r e R

Das gilt dann auch fiir den Realteil:

oo
/ C;S(x) do == . e
oo L2+ a? a

Beispiel 5.34. Wir berechnen das Integral

/mwdx a>0

2 2
s e+ a

Dazu schreiben wir log(v/z2 + 1) = Re[Log(x + 7)]. Nach der Integrationsformel gilt

.. . . _
/ Mdzzgm.Res<M;Z:m>

e X2+ a? 22 + a?
L o
— o og(az'—i- i)
2a1 »
T i
~ T (10g(1 —).
" < og(l+a)+ 5

Der Realteil ist
/°° log(vz? + 1)

m
e dor = Elog(l—i—a).
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Bemerkung 5.35. Das Integral
27
I= / f(cos(0),sin(0)) dO
0
kann man mit der Weierstrafs-Substitution x = cot(6/2) in

e 1—22 2z dx
[=2 ( , )
/_ ! 1+22"1+22) 1+22

o0

als Spezialfall eines Integrals von —oo nach oo umwandeln (nachrechnen).
Zum Beispiel gilt fiir a > 1:

Tl | 1
| rmg =2
o a+sin(0) oo @+ 5 1422

1422
& 1
:2./ ——dx
s r?+2x+a
B 21
a2 —1

3. Integrale von 0 nach oo. In diesem Abschnitt kommen Integrale der Form

/000 ¢ f(x)dz

vor. Dabei ist f die Einschriankung auf R, einer (bis auf isolierte Singularitéten)
holomorphen Funktion auf C. Keine Singularitdt von f darf in Ry liegen.

Der Exponent a ist reell aber in der Regel nicht ganz, sodass £ nicht die Einschrankung
auf R>( einer holomorphen Funktion ist. Das nutzen wir zu unserem Vorteil. Sei h die
holomorphe Funktion

h:C\Rsy — C, h(z) = e*o8(=2),

In jedem Punkt 2 € R.o hat h(z) zwei Grenzwerte im Limes z — x:
(i) Wenn z — = aber Im[z] < 0, dann gilt

Log(—z) — log(x) + i,

also
ia

h(z) — z% - ™.
(ii) Wenn z — x aber Im[z] > 0, dann gilt
Log(—z) — log(z) — mi,

also .
h(z) — x% - e ™
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Im

Qy |

Figur 5.3: Integrationsweg

Man betrachtet jetzt das Integral von h(z)f(z) entlang einem Kreis von Radius
R > 0, aus dem einen Bogen um die nichtnegative reelle Achse ausgeschnitten ist, vgl.
Figur.

Die Integrale entlang den Geradenabschnitten konvergieren im Limes ¢ — 0 gegen

R
/ 2% ™ f(x)dz (in der oberen Halbebene)

und

R
— / 2™ f(r)dz (in der unteren Halbebene).

Wir nehmen an, dass die Funktion f(z) hinreichend langsam wéchst bzw. schnell
abklingt, dass die Integrale von h(z) f(z) auf den Kreisen im Limes r — 0, R — oo gegen
0 konvergieren. Dann bleiben nur noch die Integrale entlang den Geradenabschnitten.
Am Ende bekommt man mit dem Residuensatz:

2mi Z Res(h - f; 2z =w) = lim lim lim h(z)f(z)dz

wE(C\]RZO r—0 R—ooe—0 C(e,r,R)
= / ze ™ f(x) dx — / %™ f(z) dx
0 0
= —2i sin(wa)/ 2 f(x)dx,
0
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und damit die Integrationsformel

™

/Oooxaf(x)dm:— Z Res(h - f;z = w).

sin(mra) WO

Proposition 5.36. Sei f eine bis auf isolierte Singularititen in C\Rsq
holomorphe Funktion auf C. Seia € R, a ¢ Z und es gelte

lim R“™ - sup |f(z)] =0, 111%7“a+1 sup | f(2)| = 0.
r—>

R—o0 |z|=R |z|=r

Dann konvergiert das Integral fooo z®f(x)dx absolut und es gilt

/Oooxaf(x)dx: T Z Res(h - f;z = w).

sin(ma) e

N.B. Mit der Substitution x = ¢? gilt formal

oox“ x)dx = T gkt g2 d
| @ =2 [ e
— ; _2€2ma /0 (t2a+1 + (—t)2a+1)f(t2) dt

2 oo
= / 2ot () de.

Auf dieser Weise reduziert sich das Integral auf ein Integral von —oco nach oo. Das

Integral in der Nahe von ¢ = 0 muss man aber geeignet definieren.

Beispiel 5.37. Sei —1 < a < 2 und a # 0,1. Dann ist die Formel fiir [ %

dx

anwendbar. Die Singularitéiten sind einfach und liegen in den Punkten e™/3, —1 und

e>™/3 und es gilt

h(em'/:a) — exp (a Log (_em‘/?,) ) _ o 2miaf3,
h(—1) = exp(a - Log(1)) = 1,
h<€5m'/3) — exp (a Log (_657ri/3) > _ p2mia/3

Die Residuen von h - f in z = ¢, ¢ € {e™/3, —1,¢>™/3} sind

) z—C 1
Res(h- ;2 =€) = I h(z) 75 = M) 553,
d.h. . .
L fe s — oTi/3\ _ —2mia/3 — —,—2mi(a+1)/3
Res <h fiz=e ) e 3o2e/3 36
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und

1 1
es fiz 273
und , )
L fe s — SOm/3\ _ 2mia/3 _ = 2mi(a+1)/3
Res(h fiz=e ) € 3el0mi/3 3¢ :
Damit gilt
< xt T 1, 11 ,
—dr = — . (_ 2mi(a+1)/3 - - 727r1(a+1)/3)
/0 1 +as sin(ma) 3¢ +3+3e
7™ 1+42cos(2m(a+1)/3)
-3 sin(ma) ‘

Im Limes a — 0 bekommen wir iibrigens mit der Regel von L.’Hospital:
27

| 7r — 4 sin(27(a 4 1)/3) T 4
de=—= -1 3 — . —— .sin(27/3) = ——.
/0 1+a8 " 3 a0 7 cos(ma) 3 3 sin(2r/3) 3V3

4. Summationsformeln.
Mit dem Residuensatz

7{) f(2)dz = 2mi - 3 Res(f; a,)x(C )

lassen sich auch Reihen summieren. In dieser Anwendung verwendet man ein Integral
entlang einer Jordan-Kurve, dessen Wert (normalerweise 0, evtl. nach einem Limes)
mit anderen Methoden leichter zu berechnen ist. Die rechte Seite

270 - Z Res(f;a;)
ist dagegen nichttrivial und interessant.

Wir machen den folgenden Ansatz: Sei eine zu bestimmende Reihe

o0

S:Zan

n=—oo

gegeben. Sei f eine bis auf isolierte Singularitaten w;, j = 1,2, ... in ganz C holomorphe
Funktion, die die Folge a, interpoliert: f(n) = a,, n € Z. (Die ganzen Zahlen
diirfen noch nicht zu den Singularititen von f gehoren.) Sei ¢ eine summatorische
Funktion: eine holomorphe Funktion auf C\Z mit einfachen Polen in Z. Fiir jede
einfache geschlossene Kurve C' in C\Z gilt nach dem Residuensatz die allgemeine
Summenformel

]{Cf(z)t(z) dz = 2mi Z a, - Res(t; z =n) + 2mi Z Res(f - t; 2 = wj).

nez w; €Inn(C)
n€lnn(C)
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Diese Summenformel ist derart allgemein, dass sie kaum anzuwenden ist. Im Folgenden
fixieren wir die summatorischen Funktionen

™

t(z) :==mcot(mz), s(z):= ()

Diese Funktionen haben einfache Pole genau in den ganzen Zahlen, und man findet:

z—nm
es(t;z =n) Zgryllwcos(nﬂ)sin(wz)
und
z—nm

= (—1)".

Die Integrationskurve ist das positiv orientierte Quadrat )y mit den Eckpunkten
(N +1/2)(£1 +4).

R . = :1‘ _—
es(s;z =n) ZI—I}TIL?TSiIl(?TZ)

Im

(N+1)(~1+14) (N+3)(1+14)
3
oo o o o o o o | @k
1
(N+1)(~1-19) (N+3)(1—4)

Figur 5.4: Integrationsweg

Aus der Formel ,
1 + 6727”2

t(z) = meot(mz) = mi -
(z) = meot(mz) = mi =

bekommt man auf den waagerechten Geradenabschnitten die Abschéatzung

14+ ‘e—Qwiz‘ 1+ 6—27r(N+1/2)

=TT <27T,

t(z)| <7 1 — |e—2miz| 1 — e—2n(N+1/2) —

denn 1+e7¥ < 2(1—e7Y) fiir y > log(3). Auf den senkrechten Abschnitten x = +(N+1/2)
gilt
1 — 6727ry

; N L—e ™
(x +iy) = mi [
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und damit auch
[t(x + iy)| = 7| tanh(7y)| < 2.

Also gilt
1t(z)] < 2w, z€ Qn,

iberall auf dem Integrationsweg. Fir s(z) = findet man nach einer ahnlichen

Rechnung die gleiche Abschatzung

sm(7rz)

|s(2)| <27, =z € Qn.

Im Limes N — oo bekommen wir die versprochene Summationsformel:

Satz 5.38. Sei f eine bis auf isolierte Singularititen wq,ws, ... holomorphe
Funktion auf C. Es gelte

lim R- sup |f(z)] =

R—oo |z|=R
Dann gilt
]\}51(1)0 Z f(n)=—-m- ZRes( ) cot(mz); z wj>
—~N<n<N
nF£w;
" /()
. n . z oz — .
1\}1—>H<1>o Z (=1)"f(n) = == ZRGS(Sin(WZ)’Z w]>.
—N<n<N w;

nFw;

Beweis. Unter dieser Annahme gilt nach der Standardabschétzung:

Jim | 72 Fl)t(z) dz| =

Andererseits gilt nach dem Residuensatz:

0= lim?{ f(2)t(z)dz = 2mi - ZRes( )(z);z:w).

N—oo
weC

In den Punkten n € Z, die keine Singularitdten von f sind, hat f(2)t(z) einen einfachen
Pol mit Residuum f(n); in den Singularitdten von f gilt

Res(f(2)t(z); 2 = w) = 7 - Res(f(z) cot(mz); z = w).

Das beweist die erste Formel; die zweite Formel beweist man analog mit s(z) anstelle
von t(z). O
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Beispiel 5.39. Sei f(z) = Z% Dann gilt

=1 1 t
Z ~= 2:—2:—71'-1:{68((:0 (;TZ>;z:0).
n z

nez
n#0
Man hat 5
1 T T 27°
t(rz) = -2 — 22— —28 — 25— .
cot(mz) = 2 = 32T EF TG

t (7 .
Das Residuum von w in z = 0 ist also —%, und wir bekommen > 7| & = =

Mit dem gleichen Argument findet man fiir jede gerade Zahl k > 2:

1 1 cot(mz)
2((/{;)::22E: m:—w-Res( e ;z:0>.
=g

Mit anderen Worten: die Entwicklung von cot(7z) als Laurent-Reihe um z = 0 ist

cot(mz) = lZ_l — %C( )z — —C( )2 — —C( )z’

T
Es gilt z.B.
=1 B m i r 0
St 907 L= nb 945
Beispiel 5.40. Sei a € C\Z und sei
1 1 2a
fe)im — =

a+z a—z (a+2)(a—2)

Dann sind die Voraussetzungen der Summationsformel erfiillt, und wir haben

]\}iinm ﬁ: <ain+a i n> = —WRes(f(z) cot(mz); z = a) —ﬂRes(f(z) cot(mz); z = —a).

In z = a ist das Residuum

Res (f(z) cot(mz); z = a) = lim(z — a) f(z) cot(mz) = — cot(ma);

z—a

in z = —a ist das Residuum

Res (f(z) cot(mz); z = —a) = lim (2 4 a)f(2) cot(nz) = cot(—ma) = — cot(ma).

zZ——a
Insgesamt haben wir

Yo 1
lim Z ( + ) = 27 cot(ma).
N—o0 v @ +n a—n
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Da - und - (=N < n < N) die gleichen Zahlen durchlaufen, bekommen wir die

a+n a—n
Partialbruchzerlegung des Kotangens

N

1
li = t C\Z.
Nli{l’On:Z_N T T (ra), a€ C\

Bemerkung 5.41. Sei 0 < \ < 27 und sei
t(z) :=t(z) — mi = wcot(nz) — mi.

Dann ist auch #(z) eine summatorische Funktion, d.h. Res(f;z = n) = 1 fiir n € Z und
Res(t; 2 = w) = 0 fiir w ¢ Z. Fiir diese Funktion gilt auch eine von N unabhingige
Abschéatzung

e

,—> < 2me
1+ e 2my

auf )y (Nachrechnen. Fiir ¢(z) = 7 cot(mwz) wiirde das nicht gelten!) Damit haben wir,
wenn f(z) die gleichen Annahmen wie in Satz erfiillt, die allgemeinere Summationsformel

Z f(n)e?™ = — ZRes (f(z)f(z); z = wj)

neZ
nFw;

le**(2)| < 2 - max (1

Beispiel 5.42. Seien A\,a >0, a ¢ Z. Mit f(z) = = bekommen wir

Tz

o ei)\n o R < ei)\z )
—— = —4T1 €S - =W .
: : 2 2 z : 2 2 2miz )
n°—a z¢—a’)(e —1
n=—00 w==%a ( )( )
Die Residuen sind dabei
R ( ei)\z ) ei)\a i s —a 6i)\a
€S - L= a ) = - 1m = -
(22 _ a?)(627mz _ 1)’ 627r1a — 1 2=a 2’2 _ a2 2(1,(627”’1 _ ]_)
und
R ( ei)\z ) 6—1’)\(1 ’ 4+ a e—i/\a
€S - L= —a) = - 1m = -
(22 _ a2)<627r7,z _ 1)’ e—2mia _ | 5 g 22 — g2 _2a(6—27rza _ ]_)
und wir bekommen
00 . . .
62)\n 5 < ez)\a e iAa >
E —— = 4T - — .
n? — a2 2a(e?mie — 1)  2a(e~?mie — 1)
n=-—00
i ei()\frr)a i ei(wf)\)a
- ; ’ 67ria _ €—7r7la E 67ria _ e—m'a

T cos((A — m)a)
a sin(ma)

Im Limes A — 0 erkennt man die Partialbruchzerlegung des Kotangens wieder.
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5. Inversionsformeln.
Die allgemeine Aufgabe in diesem Abschnitt ist die Darstellung einer holomorphen
Funktion f(z) durch Potenzen einer anderen Funktion g(z):

f(Z) = Zang<z)n.

Im Spezialfall g(z) = z — a ist das die Taylor-Entwicklung. Der Spezialfall f(z) = z ist
dagegen das Bestimmen einer Umkehrfunktion von g.

Sei g : D — C eine holomorphe Funktion mit einer einfachen Nullstelle in a € D:

gla) =0, g'(a) #0.

Nach Lemma 4.7 existieren € > 0 und r > 0, sodass fiir jede Zahl |b| < r die Gleichung
g(z) = b eine eindeutige Losung z, mit |z, — a| < e besitzt. Sei

f:{z€C: |z—a|<e} —C

eine holomorphe Funktion. Wenn es eine Darstellung

f(2) =) ang(2)" = 6(g(2)), ¢(w) = au"
n=0 n=0
gibt, dann gilt:
_ 1 $(w)
= 5t fugoy s
_ 1 o(y(2))

— d —
377 . 9 ()= (w = (2)
1 /
_ L IR

2mi Jo g(z)" !
Dabei ist p ein beliebiger Radius 0 < p < r und C' die Urbildkurve von |w| = p unter
g. Nach dem Prinzip vom Argument ist die Umlaufzahl der Kurve C' um 2z = a genau
1; nach dem Residuensatz gilt also

ay = Res(%;z = a).

Umgekehrt definiere man a,, := 5= ¢ J;((ZZ))‘ZE) dz. Fir |w| < inf,cc |g(2)| sei

2mi

o0

o(w) = Zanw"
IR T
- 2mi ]{cg g(z)ntt d
IS EVEN
B 27m']{cg(z)—wd '
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Dann gilt in der Tat nach dem Residuensatz

1 (2)g'(2)
A9 = 5 9 —90)

()
=Res( 5 i =¢)
e dEE-0
=) e =90

— £(0).

Wir haben bewiesen:

Satz 5.43

Voraussetzungen gilt die Formel

(Inversionsformel von Lagrange-Biirmann). Unter den obigen

flz) = iang(z)", an = Res(M‘ z= a).

Beispiel 5.44. Die Lambertsche W -Funktion ist eine inverse Funktion von g(z) = ze?.
Hier gilt ¢(0) = 0 und ¢’(0) = 1, und damit ist g auf einer Umgebung von z = 0
invertierbar. Nach der Formel von Lagrange-Bilirmann gilt

mit

2=W(g(2) =) ang(2)"

n=0

2(1+z)er 0
ontle(ntl)z’ = )

= Res(ui#;z = 0)

an = Res(

Dieses Residuum ist der Koeffizient von 2" in der Entwicklung von (1 + z)e™™* um
z=0. Firn =0 gilt ag = 0. Da

R YCTTN E

k!
k=0 k=1

ist der Koeffizient a,, n > 0 gleich

(=n)!

() _ (=n) -t

(—n

(n—1)!

T T o) '((_”)+(”_1)>:_(n_1)! - _n!

Also hat W(z) um z = 0 die Entwicklung

x  \n—1 1
W(z) = E ( n)' z”:z—z2+;z3—§z4i...
n!

n=1
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Der Konvergenzradius dieser Reihe ist dabei

_ n—1 _ _ n n
lim (—n) (—n—1) — lim )n +1 1 1
n—00 n! (n + 1)! n—o0 n+1

Man findet nach Definition von W die Identitét lim, , 1/, W(z) = —1 (denn —1-e7! = —1/e).

1
o

Setzt man z = —1/e in die Potenzreihe ein, dann ergibt sich
> n—1
n
1= Z enn!’
n=1

Beispiel 5.45. Seid € N, d > 2. Fiir |w| hinreichend klein bestimmen wir eine Losung
z = z(w) der Gleichung
=24+ w=0.

z(w) ist dann eine Umkehrfunktion von g(z) = z — z%. Da ¢g(0) = 0 und ¢'(0) # 0, ist
g in einer Umgebung von z = 0 tatsachlich invertierbar: es gibt in der Nahe von w =0
eine eindeutige Losung z = z(w) mit z2(0) = 0. Und zwar

2(1 — dz?71)
Ay = Res(m, Z = O)

1— d—1
= Res( dz (2= O)

Zn(]_ _ Zd—l)n—H’

1 —dz41t

. . n—1 -
= Koeffizient von 2" in —<1 Ty

Man hat
> /n+k k(d—1)
Ty ()
=0

und damit

1 — dzd-1 o= (n+k -
(1 — zd-1)n+1 =(1- dz" 1> Z < k )Zk(d Y.
k=0

Der Koeffizient ist 0, auler wenn n — 1 = k(d — 1) fiir ein k& € N gilt; in diesem Fall ist
der Koeffizient

(n_ktk> —d<nﬁ; 1) - (kdk:+ 1> _d<k:k_d1> N k!(kd<id1)!— F)!

Damit gilt

o, dBd—-1) 4,
1+k(d—1) _ d 2d—1 3d—2
Zk'kd+1— )w =w + w* + dw + 5 w +
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5.5. Meromorphe Abbildungen und die Riemann’sche Zahlenkugel

Isolierte Singularitaten holomorpher Funktionen haben wir als hebbar, wesentlich oder
Pole Kklassifiziert. Dabei sind Pole a von f durch

lim | f(2)] = o0

charakterisiert.

In diesem Abschnitt fiigen wir zu C ein neues Element oo hinzu. Wir untersuchen die
Natur von oo als ,isolierte Singularitat® von auf C definierten Funktionen und fassen
oo als ,, Wert“ von Funktionen in Polen auf.

[ Definition 5.46. Die Riemann’sche Zahlenkugel ist C := C U {o0}. ]

Auf C definieren wir eine Topologie. Eine Umgebung von oo in C ist eine
Teilmenge M C C mit den Eigenschaften: oo € M, und es existiert ein r > 0 mit

2€C, |z| >r = z€ M.

Eine Teih}lenge U - C heiBt dann offen, wenn:
(i) U :== UNC ist offen als Teilmenge von C; und
(ii) wenn oo € U, dann enthélt U eine Umgebung von oo.

Bemerkung 5.47. Als topologischer Raum ist C aquivalent zur Kugeloberflache
S?={(z,y,t) ER®: 22+ + 2 =1} 2 {(z,) eCxR: |22+ > =1}.

(Daher der Name.) Die stereographische Projektion

e, (o t) = {Z/(l_t): (2,8) # (0,1);

5% — C,
" 0o : (,1) = (0,1);

ist ein Homoomorphismus.

Figur 5.5: Stereographische Projektion und die Riemann’sche Zahlenkugel
Insbesondere ist C wie S? ein kompakter Raum!
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Das Ringgebiet R = {z € C : |z| > r} verstehen wir als punktierte Umgebung
von oo. Die Abbildung ¢ : z — 1/z bildet punktierte Umgebungen {z : 0 < |z| < r}
von 0 auf punktierte Umgebungen {z : |z| > 1/r} von co ab und umgekehrt. Mit den

Definitionen )
©(0) = oo, . p(00)

| =

ist die Funktion ¢ : C — C, z — 2! also stetig.

Definition 5.48. Sei f eine auf einer punktierten Umgebung von oo holomorphe
Funktion,
f:R={z€C: |z|>r} —C, r>0.

f hat in oo eine hebbare Singularitat, Pol oder wesentliche Singularitat,
wenn die Funktion

g:{weC: 0<|w <1/r} —C, g(w):=f(1/w)

eine hebbare Singularitat bzw. einen Pol bzw. eine wesentliche Singularitat in
w = 0 hat.

\. J

Die Art der Singularitit in co erkennt man auch an der Laurent-Entwicklung von
f im Ringgebiet |z| > r:

f(z) = Z anz".

Die Singularitat ist genau dann hebbar, wenn a, = 0 fiir alle n > 1; die Singularitat
ist ein Pol der Ordnung N > 1, wenn ay # 0 aber a, = 0 fir n > N + 1; und die
Singularitét ist wesentlich, wenn a,, # 0 fiir unendlich viele n > 0.

Beispiel 5.49. (i) Ein Polynom von Grad d > 1,
P(z) = ag?® +ag_ 12Vt ag, ag#0

hat einen Pol der Ordnung d in oco.
(ii) Jede ganze Funktion f : C — C, die kein Polynom ist, hat in oo eine wesentliche
Singularitdat. Denn f hat eine Darstellung als tiberall konvergierende Potenzreihe,

f(z) = Zanz”, a, € C,

n=0

und damit hat f(1/2) = 3.0____a_,2" eine Laurent-Entwicklung um 0 mit unendlichem
Hauptteil.

(iii) Die Funktion cot(7rz) hat keine isolierte Singularitét in oo, weil die Folge der Pole
z=mn,n=12,3, .. gegen oo in C konvergiert.

Mit dem Begriff der Singularitat in co lassen sich unmittelbar holomorphe Funktionen
auf C definieren:
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Definition 5.50. Sei D C C offen und oo € D. Eine stetige Funktion f : D — C
ist holomorph, wenn f auf D\{oo} holomorph ist und in oo eine hebbare
Singularitdt hat.

Bemerkung 5.51. Sei f : C — C eine ganze Funktion. Dann hat f genau dann eine
hebbare Singularitiat in oo, wenn f beschrankt ist. Der Satz von Liouville lasst sich
damit umformulieren:

Jede holomorphe Funktion f : C — C ist konstant!

Definition 5.52. Sei D C C offen und S C D eine diskrete Teilmenge. Eine
Funktion f: D — C heifit meromorph, wenn:

(i) S = f'({oo});

(i) f ist auf D\S holomorph und hat einen Pol (irgendeiner Ordnung) in jedem
Punkt w € S.

Weil ein Pol a durch lim,,, [f(2)| = oo charakterisiert ist, gilt: jede meromorphe
Funktion ist als Funktion f : D — C stetig.

Die auf einem Gebiet D C C meromorphen Funktionen bilden einen Korper. Denn
nach dem Identitatssatz liegen die Nullstellen einer von 0 verschiedenen meromorphen
Funktion f auch diskret in D. Diese sind dann genau die Polstellen von 1/f.

(Der Ring der meromorphen Funktionen auf einer nicht zusammenhéngenden offenen
Teilmenge ist natiirlich kein Kérper.)

'a 3

Proposition 5.53. Jede meromorphe Funktion f : C — C ist rational:

f(z) = ., P,Q Polynome, Q # 0.

Der Korper der meromorphen Funktionen auf C ist also C(z).

Beweis. Da C kompakt ist, ist die diskrete Menge S C C der Polstellen endlich. Seien
ai, ..., a, die endlichen Polstellen von f (d.h. S = {ay,...,a,} oder S = {ay, ..., a,,0})
und nq, ..., n, die jeweiligen Polordnungen. Dann hat

9(2) == (z —a)™ - .- (2 —a)" - f(2)
nur hebbare Singularitdten in C. Also definiert g(z) eine ganze Funktion. Sei

o0

g(z) = Zanzn, 2€C

n=0
die Entwicklung von g um z = 0 als Potenzreihe; da g hochstens einen Pol in oo hat,
ist diese Potenzreihe endlich und damit g = P ein Polynom. Also gilt f = P/Q mit

P=gund Q= [];_,(z —a;)". O
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Definition 5.54. Sei f eine auf einer punktierten Umgebung von oo holomorphe
Funktion
fR={z€C: |z|>r} —C, r>0

mit Laurent-Entwicklung
o
= Z az", |z| >
n=—oo

Das Residuum von f in oo ist

Res(f; 2z = 00) :== —a_1.

Diese Definition ist auf den ersten Blick ein wenig merkwiirdig, da eine in oo
holomorphe Funktion ein nichttriviales Residuum haben kann. Im Allgemeinen hat
nach dieser Definition das Residuum von f(z) in z = oo nicht viel mit dem Residuum
von g(w) := f(1/w) in w = 0 zu tun.

Das sollte man auch nicht erwarten. Fiir Residuen gilt ndmlich die Substitutionsformel

Res (f(¢(2))¢'(2); 2 = w) = Res (£(¢); ¢ = d(w)),

die man am Einfachsten mit dem Residuensatz nachrechnet:

Res(/(0); ¢ = 0w " EY X6

- f F@E)H ()2 C=o)
= Res(f(¢(2))¢'(2), z =w).

(Fir Laurent-Reihen um 0 der Form f(z) => 7 a,2", ¢(z) =Y -, ¢,2" kann man

n=—oo

die Substitutionsformel auch direkt herleiten.) Deswegen ist die Definition

Res(/(2;2 = o0) = Res( = 21 ()i =0) = ~a,

naheliegend.

Bemerkung 5.55. Sei f(z) = > 07 cy(z—a)", 0 < |z —a| <e. Wenn man a_,

als Residuum der Differentialform f(z)dz und nicht der Funktion f definiert, dann

bleibt das Residuum unter Variablenwechsel erhalten. Denn die Substitution z = z(w)
verwandelt f(z)dz in f(z(w))z (w)dw.

Fiir co gilt auch der Residuensatz in der folgenden Form:
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Proposition 5.56. Seir >0 und R ={z€ C: |z| >r}. Sei f: R = C
eine bis auf isolierte Singularititen holomorphe Funktion und p > r ein Radius,
sodass keine Singularitat von f den Betrag p hat. Dann gilt

f(z)dz = —2mi Z Res(f(z);z=§>.
lz|=p CEE‘U{OO}
>p

Beweis. Wir substituieren z = 1/w. Wéhrend z den Kreis von Radius p um 0 einmal
positiv durchliduft, durchliuft w den Kreis um 0 von Radius p~! in der negativen
Richtung. Das Vorzeichen von —% dw hebt sich wegen der umgekehrten Orientierung

weg und wir haben
1 1
(2)dz :% f (—) — dw.
|=l=p |w]|=p~* wyw

Die Funktion g(w) := -5 f(1/w) ist im Kreis |w| < r~! (bis auf isolierte Singularitéiten)

w2
holomorph und wir bekommen

e (2)dz = %w|p1 g(w)dw = 2mi - Z Res (g(w); w= C)_

I¢I<p

Nach der Transformationsformel fiir Residuen gilt
Res(g(w);w =) = —Res(f(2);2 = ¢ ),
auch gegebenenfalls fiir ( = 0 und (7! = co. Das beweist die Aussage. [l

Korollar 5.57. Sei f : C — C eine bis auf endlich wviele isolierte Singularitaten
holomorphe Funktion. Dann gilt

ZRes(f(z);z =w) = 0.

Beweis. Sei p ein beliebiger Radius, fiir den keine Singularitaten von f auf dem Kreis
|z| = p liegen. Man berechnet das Integral f\zlzp f(2) dz auf zwei Wegen:

ZRes(f(z);z:w)—i f(z)dz = — Z Res(f(2); 2z = w). O

C o ),
|lw|<p |2l=p weCU{oo}
[w|>p

Beispiel 5.58. Wir bestimmen das Integral

1
/ V1 —22dz.
-1
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Dazu verwenden wir eine holomorphe Quadratwurzel v/1 — 22 auf C\[—1, 1]. Das kann
man wie folgt konstruieren:
Sei w = 1/z. In der w-Ebene ist die Funktion

1
w2—1:w2-(1——2)
w
auf D = C\((—o0,1] U [1,00)) nullstellenfrei. Weil D ein Elementargebiet ist, existiert
eine holomorphe Quadratwurzel w+/1 — 1/w?. Darin substituieren wir w = 1/z wieder.

(Vgl. Figur[5.6])

Dabei kann man v/1 — 22 so auswéahlen, dass im Limes z — = € [—1, 1], Im[z] < 0 der
Wert von v/1 — 22 gegen den positiven Wurzel /1 — 22 konvergiert. (Sonst multipliziert
man /1 — 22 mit —1.) Dann muss im Limes z — x € [—1, 1], Im[2] > 0 die Funktion
V1 — 2% gegen —v/1 — z2 konvergieren. (Wenn v/1 — 22 auch gegen v/1 — 22 konvergieren
wiirde, dann wire /I — 22 auf ganz C stetig und nach einer Ubungsaufgabe sogar
holomorph. Aber dann hétte v/1 — 22 Nullstellen unsinniger Ordnung in z = £1.)

(a) Die z-Ebene (b) Die w-Ebene

Figur 5.6: Unter z — w = 1/z wird C\[—1, 1] auf ein Elementargebiet abgebildet.

Jetzt integrieren wir entlang einer Kurve ~, die das Intervall [—1, 1] einmal umlauft.

Im-

o W
L —)

Figur 5.7: Integrationsweg

Einerseits kann man die Integrationskurve beliebig nah ans Intervall [—1, 1] zusammenziehen;
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das Integral bleibt dabei ungeandert. Wegen Stetigkeit gilt
1 -1 1
]{\/1—z2dz:/ \/1—IL‘2dZL‘+/ —\/1—x2dx:2-/ V1—2z2dz.
~ —1 1 -1
Andererseits gilt nach dem Residuensatz:

%\/1—22(12:—27Ti-Res<\/1—22;z:oo>.
v

Die Laurent-Entwicklung von v/1 — 22 im Ringgebiet |z| > 1 lautet

\/1—,22:\/—z2~(1—1/z2):iz—%z’l—%z’?’—

(Dass die Entwicklung nicht —iz 4+ £z7' + ... ist, sieht man z.B. daran, dass der Wert
in z = —iy, y > 0 positiv sein muss.) Das Residuum ist also 5 und es gilt

1 .
2/ vl—x2dx:j§\/1—z2dz:—2m"%:7r.
-1 v
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6. Konforme Abbildungen

6.1. Konforme Abbildungen

Sei D C C offen.

Definition 6.1. Eine konforme Abbildung auf D ist eine injektive holomorphe
Funktion f: D — C.

Lemma 6.2. Sei f: D — E = f(D) eine konforme Abbildung. Dann gilt:
(i) [’ ist nullstellenfrei auf D;
(ii) Die Umkehrabbildung f~': E — D ist ebenso holomorph.

Damit ist f~! eine konforme Abbildung von E auf D.

Beweis. (i) Angenommen, es existiert zp € D mit f’(zp) = 0. Dann ist a eine Nullstelle
der Funktion g(z) = f(2) — f(20) von Ordnung N > 2. Nach Proposition 4.14 existiert
eine Umgebung U von z; und ein € > 0, sodass fiir jede komplexe Zahl a € C,
0 < |a|] < g, die Gleichung

f(2) = f(20) = 9(2) = a

in U genau N Losungen hat. Insbesondere ist f nicht bijektiv; ein Widerspruch.

(ii) Seia € D. Da f'(a) # 0, existiert eine Umgebung von a, auf der die inverse Funktion
nach der Inversionsformel von Lagrange-Biirmann durch eine explizite Potenzreihe
gegeben ist. Damit ist f~! analytisch, also holomorph. O]

Existiert eine bijektive, holomorphe (also konforme) Abbildung f : D — E, dann
heiBen D und E konform dquivalent. Konforme Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation
auf offenen Teilmengen oder Teilgebieten von C.

Die Hauptprobleme dieses Kapitels sind die folgenden Fragen:

(i) Wann sind zwei Teilgebiete von C konform dquivalent?

(ii) Gegeben Teilgebiete D, E C C, kann man eine konforme Aquivalenz f : D — E
explizit hinschreiben?

(iii) Kann man alle konforme Abbildungen f : D — E bestimmen?

Frage (iii) ist dquivalent zur Bestimmung der Automorphismengruppe

Aut(D)={f:D — D : f konform}.
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Aut(D) ist immer eine Gruppe, mit der Verkniipfung von Funktionen als Gruppenoperation
und mit der Abbildung ¢(z) = z als neutrales Element.

Beispiel 6.3. Aus der konformen Aquivaleng von D und F folgt die topologische
Aquivalenz (Homdomorphie) und sogar C'*°-Aquivalenz (Diffeomorphie) von D und
E. Aber auch Diffeomorphie ist nicht hinreichend fiir konforme Aquivalenz!

Sei E = {z € C: |z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe. Dann ist E diffeomorph
zu ganz C: Man betrachte z.B. die Abbildung

z

E—C S —
@ , p(2) e

also ¢(0) = 0 und @(re”) = ~ze” (0 < r < 1). Diese Funktion ist bijektiv mit
Umkehrabbildung

V1i4+4r2 -1 2r "
—_— =",
2r 1+ V14 4r?

—1 _ —1 _ 2 . . —1 .
und ¢~ '(0) = 0. Insgesamt also p~'(2) = —Hmz. Die Funktionen ¢ und ¢~ sind

et C—E, ¢ (re") = (r >0),
unendlich oft differenzierbar, also Diffeomorphismen.

Nach dem Satz von Liouville kann es iiberhaupt keine nichtkonstante holomorphe
Abbildung C — E geben, geschweige denn eine konforme Aquivalenz!

6.2. Mobiustransformationen

Unser Ziel ist jetzt die Bestimmung einiger einfachen Automorphismengruppen.

Proposition 6.4. Jede injektive holomorphe Abbildung
p:C—C
ist ein Automorphismus von C und hat die Form

o(z)=az+b, a,beC, a#0.

Insbesondere gibt es keine konforme Aquivalenz zwischen C und irgendeiner echten
Teilmenge D C Cl!

Beweis. Sei ¢ : C — C injektiv. Dann hat ¢ in oo eine isolierte Singularitdat. Diese
Singularitat kann nicht wesentlich sein: sonst kann man mit dem Satz von Casorati—
Weierstral zeigen, dass ¢ nicht injektiv sein kann. Nach dem Satz von Liouville kann
¢ auch keine hebbare Singularitét in co haben.

Also hat ¢ einen Pol in oo, d.h. ¢ ist ein Polynom. Da ¢’ keine Nullstellen hat, muss ¢
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nach dem Fundamentalsatz der Algebra von der Form ¢(z) = az + b sein. Umgekehrt
ist jede solche Abbildung ¢(z) = az + b tatséchlich ein Automorphismus von C mit
Umkehrabbildung p~1(z) = 2. O

a

Definition 6.5. Sei

M= (i Z) € GLy(C), ad—bec#0

eine invertierbare (2 x 2)-Matrix. Die zu M assoziierte Mébiustransformation
ist die meromorphe Funktion

. az+b
om : C— C, ¢M(2):Cz+d-

Bemerkung 6.6. (i) Falls ¢ # 0, hat (), eine hebbare Singularitdt in co mit der
holomorphen Fortsetzung

f— ]_. p— —_.
o (00) zggo cz+d ¢

Wenn ¢ = 0, dann hat ¢, einen Pol in co von erster Ordnung und man setzt ¢, (00) = oo.
Auf dieser Weise definiert ¢,; eine meromorphe Abbildung

om: C— C.
(ii) Die Funktion ¢y bestimmt die Matrix M nur bis auf ein Vielfaches: es gilt
oy =¢n & M=t-Nfireint e C*.
(iii) Die Automorphismen ¢(z) = az + b von C sind Mébiustransformationen zu den
a b

Matrizen M = (0 1), a,beC,a#0.

Lemma 6.7. Seien M,N € GLy(C) invertierbare Matrizen und MN ihr
Matrixprodukt. Dann gilt

oun(2) = o (on(2)).

Beweis. Das zeigt man mit einer direkten Rechnung. Sei M = (aM b )7
Cyr dM
N = (aN bN), sodass
CN dN

Cp dM CN dN cypan + dMCN CMbN == deN

MN = (aM bM) (CLN bN) _ <(ZM(ZN+bMCN aMbN—i—bMdN).
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Dann haben wir

aM aNz—i-bN _|_ bM

cNyz+dn
+dy

CMm cj\\]]z—kdx

_ay(anz+by) +by(cnz + dw)
~ culanz +by) +dy(enz +dy)
(
(

. (CLM(IN aF bMCN)Z I+ aMbN = bMdN)

B = Z). n
(cMaN A ndN)z + (carby + deN) SOMN( )
: L . 10 .. iy o
Die zur Einheitsmatrix I = 01 assogiierte Mobiustransformation ist offenbar

or(z) =2. Aus MM~ = M~'M =T folgt

o1 0 on(2) = pu o pu-1(2) = 2;

d.h. die Mébiustransformation ¢ ist bijektiv mit Umkehrabbildung ¢, = @ar-1.

Die Mobiustransformationen bilden damit eine Gruppe bzgl. der Verkettung. Die

Abbildung
GL3(C) — {Mobiustransformationen}, M +— @y

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Der Kern besteht aus den Matrizen

M = CCL Z), die die Identitét ¢y (2) = 2z induzieren. Das sind genau die Matrizen

der Form M = tI mit t € C*.

Auf dieser Weise identifiziert man die Gruppe der Mobiustransformationen mit der
Quotientengruppe
PGL2(C) := GLo(C)/(C* - I).

Bemerkung 6.8. Unter den Mobiustransformationen gibt es einige Klassen, die geometrisch

einfacher zu beschreiben sind. Namlich die Translationen
1 a
T, = ( > a€C; or,(z)=2+a
0 1
die Drehstreckungen
b 0
Dy = (0 1>, beC*;  vp,(2) = bz;
und die Inversion (oder Stiirzung)

J = ((1) _01) cops(2) = =27
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z und p(z) liegen auf einer gemeinsamen Gerade durch 0 und das Produkt ihrer Langen
ist 1.

Jede Mobiustransformation kann als Verkettung solcher einfachen Transformationen
geschrieben werden. Fiir ¢ = 0 haben wir

a b\ J. a/d 0) (1 b/a
0 d) 0 1 0 1)’
und fiir ¢ # 0 haben wir

-6 06

Diese letzte Matrixgleichung entspricht der Identitat

az+b 1 +a . ad — bc
cz+d  z+dfc ¢ o 2

Proposition 6.9. Die Mobiustransformationen sind genau die bijektiven
meromorphen Abbildungen

go:@—)@.

Wir nennen solche Funktionen Automorphismen von C. Also: Die Automorphismengruppe
der Riemann’schen Zahlenkugel ist

Aut(C) = PGL,y(C) = {Mébiustransformationen om(z) = i b} :

cz+d
Beweis. (1) Wenn ¢(oc0) = oo, dann ist ¢|c ein Automorphismus von C. Nach
Proposition 6.4 ist p(z) = az +b = gj—fl’ eine Mobiustransformation.

(ii) Sei sonst w € C das Urbild von oo unter ¢. Sei M € GLy(C) so gewahlt, dass oo
auf w unter der Transformation ¢,; abgebildet wird, etwa

w 1
we (v 1)
Dann ist ¢ o ¢y ein Automorphismus, der oo auf oo abbildet. Nach (i) ist

@ o wy = py eine Mobiustransformation. Daher ist ¢ = @y 0 ©)} = @y eine
Mobiustransformation. U

Proposition 6.10. Seien wq, wy, w3 € C paarweise verschiedene Punkte. Dann
existiert eine eindeutig bestimmte Mobiustransformation oy, die

om(wr) =0, ou(we) =1, @u(ws) =00

abbildet.
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Mit anderen Worten: die Gruppe der Mobiustransformationen operiert einfach
transitiv auf der Menge aller Tupel dreier Punkte in C.

Beweis. Existenz: falls co nicht unter w;, ws, w3 vorkommt, definieren wir

Wy — W3 2 — Wy

pm(z) = :
Wy — W1 2 — W3

Diese Transformation ist genau so konstruiert, dass ¢u(w1) = 0, op(wa) = 1,
o (ws) = oo gilt. In den Ausnahmeféllen w; = oo, j = 1,2, 3 bilden wir den Grenzwert
in der Definition von ¢;:

Wy — W
PE————

zZ — Wy
Wy =00 => wM(z):Z_wg;

Z — U
w3 =00 — (PM(Z):M

Zur Eindeutigkeit reicht es zu beweisen, dass eine Mobiustransformation, die 0,1
und oo als Fixpunkte hat, notwendig ¢(z) = z sein muss. Aus ¢(00) = oo folgt, dass

v von der Form
o(z) =az+b, a,beC,a#0

ist; aus ¢(0) = 0 und (1) =1 folgt b =0 und a = 1. O

Satz 6.11. Die Automorphismen der FEinheitskreisscheibe E sind genau die
Mobiustransformationen der Form

Z—a

—  a€R, CeC, [(|=1.
1—az

¢a,€(2) = C

Beweis. (i) Wir zeigen, dass ¢, € Aut(E) gilt:
Fiir |z| = 1 haben wir

lz—a|l=z—a|=|z|-|z—a| = |22 — Za| = |1 — az|
Also gilt
=1 — & = o =1
’Z| |¢ ,C<2)| |C‘ |1—62|

Nach dem Maximumprinzip gilt |2| <1 = [p.c(2)] < 1.

¢ ~Ca
M-(% 1)
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assoziierte Mobiustransformation. Dabei ist det(M) = ¢ — (lal* # 0, da |a] < 1. Also
definiert ¢, einen Automorphismus von C mit Umkehrabbildung

_1 2+ Ca
1+ Caz

z—i—(a_C

az +C _ = (ﬁfga’g—l(Z),

¢;2(2) = pp-1(2) =

die wieder eine Abbildung von der selben Form ist. Insbesondere bildet qﬁgé auch E
nach E ab. Also gilt ¢, € Aut(E).

(ii) Sei ¢ € Aut(E) beliebig.
Wenn ¢(0) = 0 gilt, dann kénnen wir das Lemma von Schwarz an ¢ und ¢! verwenden.
Fiir jedes z € E gilt
o(2)] < 12 = lo™0(2)] < lo(2)]

und damit ¢(z) = (z fiir eine komplexe Zahl ¢ mit || = 1.
Im allgemeinen Fall sei a € [E das Urbild von 0 unter ¢. Die Abbildung
$(z) = == € Aut(E) bildet auch a auf 0 ab, sodass

1-a

pod~! € Aut(E), ¢o¢ '(0)=0

gilt. Nach dem obigen Paragraphen ist ¢ o ¢~'(z) = (z mit einer Konstante || = 1.
Also gilt

z2—a
—= p— . D

o(2) = (o) = (E 2
Bemerkung 6.12. Sei ¢ = €. Mit u := €"/? und v := —e"/?a bekommt man die

symmetrische Darstellung

zZ—a uz +v
(2) =¢ = = ou(z), M= (g ;) , det(M) = [ul2—|v]> = 1—|a|? € Rsp.

1—az 7vz+u

Nach Multiplikation mit 1 erreichen wir die Normalform
P v/ 1—]al?

M= (3 3) . det(M) = 1.

v u

Matrizen von dieser Form sind durch die Gleichung

(1 0\=— (1 O
M (O -1 M= 0 —1
charakterisiert, d.h. diese Matrizen bilden die Gruppe SU(1, 1). Die Automorphismengruppe

ist eigentlich der Quotient dieser Gruppe modulo £+ ((1) (1))

Aut(E) = PSU(1,1) = SU(1, 1)/{+1}.
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Als letztes Beispiel besprechen wir die obere Halbebene
H={z=z+1iy: z,y € R, y > 0}.

Vermoge der Cayley-Transformation wird H mit der Einheitskreisscheibe identifiziert:

Lemma 6.13. Die Abbildung

Z—1
z+1

p(z) =

definiert eine konforme Aquivalenz p:HSE.

Beweis. ¢ ist die Mobiustransformation zur Matrix
1 —i
M = .

1+
i :
Il =%
Wir miissen die Inklusionen ¢(H) C E und ¢ *(E) C H zeigen.
(i) Fir z =z + iy € H gilt

Da M~' = L (_Zl i) ist

o l(2) =

|z—i|2:x2+(y—1)2<x2+(y+1)2:|z+i|2.

Daher gilt |p(2)] < 1.
(ii) Fiir z € E gilt

1 . (1+2)(1-72) 2y 1=z :
f— . = -— . E H, p— y
o (2) =1 i |1—z|2+l 1o z=x+1y
weil 1= > 0. O

Proposition 6.14. Die Automorphismen wvon H sind genau die

Moébiustransformationen
_az+b

ez +4d

om(2)

L (a b
mit <c d) € SLy(R).

Wie in den fritheren Beispielen ist die tatsédchliche Automorphismengruppe die
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Quotientengruppe modulo + ((1) (1))

Aut(H) = PSLy(R) = SLy(R) /{£1I}.

Beweis. Sei

z—1 1 —2
SDC(Z>: Z+Z~7 C = (1 Z)

die Cayley-Transformation. Dann gilt
f € Aut(H) & pco fopy € Aut(E).
Aber die Automorphismen von E sind genau die Mobiustransformationen der Form

u v

en, N= (_ _) € SU(1,1).

VT
Die Automorphismen von H sind daher die Mobiustransformationen
f =95 opNnope=pc-no
zu Matrizen C~!NC. Fiir den Beweis ist nur noch zu zeigen:

N € 8U(1,1) & C7'NC € SLy(R).
Fiir N = (z_‘ 3) ist
vV U

o= (4 )G )G ) -Gl masd)

reell. Umgekehrt ist fir M = (CCL Z) € SLy(R);

eve 3D D))

mit u = 44 4 j=2te ¢ = 224 4 e AyuBerdem sind die Determinanten von det(NN)

und det(C~'NC) gleich. Damit haben wir N € SU(1,1) < C7'NC € SLy(R)
bewiesen. n

6.3. Elementare Beispiele

Wir konstruieren jetzt Beispiele fiir konforme Aquivalenz mithilfe der Mobiustransformationen
und einiger elementaren Funktionen, damit wir ein Gefiihl fiir den Begriff der konformen
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Aquivalenz bekommen.

Proposition 6.15. Sei 0 < a < 2w. Dann definiert die Abbildung
f:D—E, f(z)=¢
eine konforme Aquivalenz zwischen den folgenden Gebieten:

(i) Das Streifengebiet D = {z =z +iy: 0 <y < a};
(ii) Das Winkelgebiet E = {w =r1e? : 0 <r < oo, 0 <8 < a}.

(a) D (b) E

Figur 6.1: Unter z — e* wird D auf E konform abgebildet.

Beweis: fiir z = x +iy € D ist ¢ = €* - e € E. Umgekehrt hat w = re?? € E
(0 <r<o0,0< 8 < a) das eindeutige Urbild z = log(r) + i € D.

Als Spezialfall ist E die obere Halbebene fiir « = 7, und die geschlitzte Ebene
(C\]RZO fir o = 27r.

Beispiel 6.16. (i) Alle Streifen {z = x + iy : y; < y < y} sind konform Aquivalent.
Dazu kann man affin-lineare Transformationen z — az + b verwenden. Nach der
Proposition sind alle solchen Streifen auch konform aquivalent zur oberen Halbebene
H.
(ii) Die Abbildung

z s 22

ist eine konforme Aquivalenz von H nach C\Rs,. Das kann man direkt nachrechnen,
oder mit der Konstruktion

H — {r+iy: O<y<naj—{z+iy: 0<y<2n} — C\Rxg

z—Log(z) 22z z—re?
einsehen.
(iii) Die Abbildung
N (1+ 2)?
z
(1—2)?



ist eine konforme Aquivalenz von E = {z : |z] < 1} auf C\R<y. Das kann man als
Verkettung
E — H— C\RZO — C\RSO

2rig 1+Z zr>22 ==z

}fi ist die inverse Cayley-Transformation.

konstruieren. Die erste Abbildung z + ¢

Beispiel 6.17. (i) Sei D das Sichelgebiet, das von zwei Kreisbégen umrandet wird, vgl.
Abbildung. Seien P, () die Schnittpunkte der zwei Bogen und sei ¢ eine Mobiustransformation,

Figur 6.2: Das Gebiet D

die P auf oo und ) auf 0 abbildet. Dann werden beide Bogen unter ¢ auf Geraden
abgebildet (vgl. Hausaufgaben) und ¢(D) ist damit ein Winkelgebiet der Form

o(D)={w=re": 0<r<oo, 6 <0<}

Nach einer weiteren Rotation erhalten wir das Winkelgebiet E aus der Proposition.
Damit ist D wie E konform aquivalent zur Einheitskreisscheibe.

(ii) Im Limes P — @ wird D zu einer Differenz zweier Kreisscheiben mit einer gemeinsamen
Tangente, vgl. Abbildung. Durch eine Mobius-Transformation, die P auf oo abbildet,

Figur 6.3: Das Gebiet D

wird dieses Gebiet nicht mit einem Winkelgebiet, sondern mit einem Streifen konform
identifiziert. Nach den obigen Uberlegungen bekommen wir trotzdem eine konforme
Aquivalenz zwischen D und der Einheitskreisscheibe E.
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Proposition 6.18. Die Joukowski-Transformation
1 —1
J(z)=5(z+27)
definiert eine konforme Aquivalenz von
D=HNE={z€C: |z|] <1, Im[z] >0}

auf die untere Halbebene H_ = {z : Im[z] < 0}.

Beweis. Fiir z =re® € D, 0 < 0 < r ist

r—yr!

ImJ(2) =

sin(f) < 0,

da r < r~!. Damit ist J(z) € H_. Umgekehrt ist fiir w € H_ die Gleichung J(z) = w
aquivalent zur Gleichung
22— 2wz+1=0.

Auf 0D hat diese Gleichung fiir keinen Wert von w € H_ eine Nullstelle. (Fiir |z] = 1,
etwa z = e ist J(2) = cos(f) reell, und fiir 2 € R\{0} ist J(2) reell. In beiden Féllen
kann J(z) nicht gleich w sein.) Nach dem Prinzip vom Argument héngt die Anzahl der
Nullstellen von 2% — 2wz + 1 = 0 in D nicht von w ab. Fir w = —i (z.B.), und damit
fiir jedes w, findet man eine eindeutige Losung. Damit ist J : D — H_ bijektiv. O]

N.B. Die direkte Anwendung des Prinzips vom Argument ist etwas schwieriger, da
J(2) ein Pol am Rand von D hat (in z = 0). Die Abbildung J bildet das Intervall (0, 1)
bijektiv auf (0o, 1) ab; den Halbkreis auf das Intervall [1,—1] ab (da J(e%) = cos(#)),
und das Intervall (—1,0) auf (—1, —o00) ab. Daher umlauft die Bildkurve von J(z) —w
(eine Gerade) den Ursprung 1/2 mal, wenn Im[w] < 0 ist, und —1/2 mal, wenn
Im[w] > 0 ist. Der anscheinende Widerspruch ist der Beitrag des Pols in z = 0.

Beispiel 6.19. Aus demselben Grund bildet J(z) die untere Halbkreisscheibe
D_={z€E: Im[z] <0}

auf die obere Halbebene H bijektiv ab. Da J aufierdem die Intervalle (—1,0)U(0, 1) auf
(=00, —1) U (1, 00) abbildet, definiert .J insgesamt eine konforme Aquivalenz zwischen
E\{0} und C\[-1,1].

Da J(z) = J(1/z), definiert z — J(z) eine konforme Aquivalenz vom Ringgebiet
{|z| > 1} auf C\[-1, 1] ebenso.
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(a) E\{0} (b) C\[-1,1]

Figur 6.4: Unter der Joukowski-Abbildung J(z) = % wird das Ringgebiet
0 < |z] < 1 auf C\[—1, 1] konform abgebildet. Dabei gehen Strahlen aus 0 in Hyperbeln
und Kreise um 0 in Ellipsen tiber.

Beispiel 6.20. Die Verkettung von J(z) mit der Mobiustransformation z — o(2) = 2

zZ—1

ergibt eine konforme Aquivalenz

224+ 2iz+1

22 —2iz+1

von der Halbkreisscheibe D = {z € E : Im[z] > 0} auf ganz E.

N.B. Unter der offensichtlichen Abbildung g : z — 2? wird D nur auf E\[0, 1) konform

abgebildet. Dafiir bekommt man mit fog~! eine weitere konforme Aquivalenz E\[0,1) = E
geschenkt.

f=pod iz

Beispiel 6.21. Seien a,b € R.y, a > b. Die Ellipse
x=acos(f), y=>bsin(f) (0<6<2m)

wird in der komplexen Ebene durch die Gleichung w = z+iy = %(e?+e~")+L (e —e =)

beschrieben. Mit z = ¢ bildet die verallgemeinerte Joukowski-Abbildung

a-+b a—b _,
z

f(z) = 5 z 4+ 5

den Einheitskreis auf die Ellipse bijektiv ab.

f(#) setzt sich nicht zu einer konformen Abbildung von E auf das Innere £ der Ellipse
ab. (Unter anderem, weil f nicht in 0 holomorph ist. Auflerdem ist f nicht injektiv,
und f nimmt Werte auflerhalb der Ellipse an. Dieser Ansatz verspricht nicht viel.) Die
Ableitung f’(z) verschwindet genau in den Punkten =4,/ Z—fb’ Man kann zeigen, dass

f(2) das Ringgebiet

R:{z: Z;z<|z|<1}
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bijektiv auf die geschlitzte Ellipse

2 2

E:{z:x+iy:%+2—2§1}\[—c,c], c:=vVa?—b?

abbildet. Dabei sind £c¢ die Brennpunkte der Ellipse.

O e

(a) R (b) B\[=¢, ]

Figur 6.5: Unter der Joukowski-Abbildung J(z) = “T”’z + “T’bz_l wird das Ringgebiet
auf die geschlitzte Ellipse konform abgebildet.

Wir werden spéter zeigen konnen, dass die gesamte Flache der Ellipse zur gesamten
Einheitskreisscheibe konform dquivalent ist. Die Aquivalenz kann man mit elementaren
Funktionen leider nicht erreichen.

QS

(a) E (b) E

Figur 6.6: Eine konforme Abbildung von E auf das Innere einer Ellipse. Diese Abbildung
kann nicht mit elementaren Funktionen beschrieben werden.
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6.4. Der Satz von Montel

Der Satz von Montel ist ein Kompaktheitssatz fiir Mengen holomorpher Funktionen,
mit dem man Funktionen mit gewissen extremalen Eigenschaften konstruieren kann.

Sei D C C ein Gebiet und O(D) der Ring der auf D holomorphen Funktionen.

Definition 6.22. Eine Teilmenge F C O(D) heit normale Familie, wenn jede
Folge
{fla f27f3a } C F

eine Teilfolge

fnpfnga“'

besitzt, die auf jeder kompakten Teilmenge von D gegen eine Grenzfunktion
gleichmafig konvergiert.

Definition 6.23. Eine Familie 7 C O(D) holomorpher Funktionen ist lokal
beschrankt, wenn es fiir jede kompakte Teilmenge K C D eine Schranke M > 0
gibt mit

|f(2)| < M fir alle z € K, f e F.

Beispiel 6.24. Sei D = E. Die Funktionenfolge f,(z) = nz" ist nicht beschréankt auf
E, denn

lim |f,(27Y™)| = lim n/2 = cc.
n—oo n—oo

Dafiir ist die Folge (f,) lokal beschrénkt: sei K C E kompakt und p = sup,cf 2] < 1.
Dann gilt

0 <sup|fu(2)| <np" — 0 (n— o0).
zeK

Lemma 6.25. Sei F eine lokal beschrankte Familie holomorpher Funktionen auf
D. Seien a € D und € > 0 beliebig. Dann existiert ein Radius 6 > 0, sodass

w,z € Bs(a) = |f(w) — f(2)| <e firalle f € F.

Mit anderen Worten: eine lokal beschrankte Familie holomorpher Funktionen ist
lokal gleichgradig stetig.
N.B. Die entsprechende Aussage in der reellen Analysis ist sehr falsch! Die Folge der
Funktionen
fo(z) =sin(nx), z€R

liefert ein Gegenbeispiel.
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Beweis. Sei r so klein, dass D die Kreisscheibe B,(a), p := 2r um a enthalt. Sei

M = sup |f(2)|
feF
2€Bp(a)

Seien w, z € B,.(a). Dann folgt aus der Cauchyschen Integralformel:

_ 1 OIS
f

—a|:p<_w_<_z

_w—2z f(©)
a 2mi fj\ga:p (C _ w)(c _ Z) dg

Dabei ist |( — w| > r fur | — a| = p = 2r und |w — a| < r, und analog ist [ — z| > r.
Mit der Standardabschatzung bekommen wir

d¢

lw — 2| M 2M

_ < = = _
F) - F) < oy By peF
Wir wéhlen jetzt 6 = r - min(1,e/(2M)) und haben
2M
lw—2z2] <d = |f(w) — f(2)| < 5§5. O

r

Satz 6.26 (Satz von Montel). Jede lokal beschrinkte Familie F C O(D) ist
normal.

Beweis. Sei (f,), € F eine beliebige Folge. Wir konstruieren eine Teilfolge, die auf
jeder kompakten Teilmenge von D gleichméafig konvergiert:

Sei
S={z+iyeD: z,yecQ} CD.

Dann ist S eine dichte, abzdhlbare Teilmenge; sei S = {si, s2, 53, ...} eine beliebige
Abzéhlung. Die Folge fi(s1), fa(s1), f3(s1), ... ist beschrédnkt und enthélt nach dem
Satz von Bolzano—Weierstrafl eine konvergente Teilfolge

(fﬁ1g<31>>?il ::1%1J<81>7jh12<81>7jh13(81>7“'

Dann ist die Folge f,, ,(52), fn2(52), fa15(52), ... ebenso beschrankt und enthélt eine
konvergente Teilfolge

fhz1<52>7fﬁ12<52>,fﬁ13<82>,”.

Die Teilfolge (fn, )52, konvergiert also in s; und ss.
Nach einer Induktion bekommen wir fiir jedes k¥ € N eine Teilfolge [, |, fu, 55 frys) -
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von fi, fo, ..., die in den Punkten s1, ..., s; konvergiert. Die Diagonalfolge

g1 = fn1,1792 = fn2,27g3 = fn3,37

konvergiert dann in jedem Punkt von S.

Sei jetzt a € D beliebig und € > 0. Nach dem Lemma existiert ein § > 0, sodass
1
w,2 € Byla) = |f(w) — f(2)| < 5¢, f €

Sei s € SN Bs(a) und sei N € N so grof3, dass

1
m>n>N = |gn(s) — gn(s)| <3¢

Dann haben wir fiir z € Bj(a):

m>n>N = |gn(2)—=gn(2)| < |gm(2) = gm(8)|+19m(5) = gn(8)|+|gn(s) —gn(2)| < e.

Damit hat die Teilfolge (g, ), die gleichméBige Cauchy-Eigenschaft auf Bs(a). ]

Korollar 6.27 (Konvergenzsatz von Montel). Sei (f,,), € O(D) eine lokal beschrinkte
Folge und f € O(D). Jede (lokal gleichmdfsig) konvergente Teilfolge von ( f,), konvergiere
gegen f. Dann konvergiert die gesamte Folge (f,)n lokal gleichmdfig gegen f.

Beweis. Angenommen, (f,,), wirde nicht lokal gleichmé&Big gegen f konvergieren. Dann
finden wir ein Kompaktum K C D, ein € > 0, und unendlich viele Indizen n,nao, ...
mit sup, ¢ |fn,;(2) — f(2)| > €. Die Teilmenge (f,,); ist lokal beschréankt und nach dem
Satz von Montel finden wir darin eine lokal gleichmafBig konvergierende Teilfolge. Nach
Annahme muss diese Teilfolge gegen f konvergieren, ein Widerspruch. O

Korollar 6.28 (Konvergenzsatz von Vitali). Sei fi, fo, f3,... eine lokal beschrinkte
Folge holomorpher Funktionen auf dem Gebiet D, die auf einer Teilmenge S C D
punktweise konvergiert. Angenommen, S besitzt einen Hdaufungspunkt in D. Dann
konvergiert (f,)n lokal gleichmaflig auf ganz D.

Beweis. Seien f und g die Limiten zweier lokal gleichmafBig konvergenten Teilfolgen von
(fn)n- In jedem Punkt s € S gilt f(s) = g(s), weil die ganze Folge dort konvergiert.
Nach dem Identitatssatz gilt f = g auf D identisch. Nach Korollar konvergiert die
ganze Folge lokal gleichmaBig auf D. O]

134



6.5. Der Satz von Hurwitz

Der Satz von Hurwitz ist eine Anwendung des Prinzips vom Argument, mit dem man
die Injektivitat von Grenzfunktionen priifen kann.

Satz 6.29 (Satz von Hurwitz). Sei D C C ein Gebiet und (f,), eine Folge
holomorpher Funktionen auf D, die lokal gleichmdflig gegen eine Funktion
f D — C konvergiert. Angenommen, jedes f, ist nullstellenfrei auf D. Dann
qgilt:

Entweder ist f nullstellenfrei oder f = 0 verschwindet identisch.

N.B. f =0 kann auch vorkommen. Sei zum Beispiel f,(z) = ¢*/n.

Beweis. Nach dem Satz von Weierstrafl ist f holomorph. Angenommen, f # 0. Sei
a € D eine Nullstelle und r > 0 so klein, dass die punktierte Umgebung B2(a) keine
weiteren Nullstellen von f enthalt. Dann haben wir

0 F(2)
271 |z—a|=r f(Z)

Die logarithmischen Ableitungen % konvergieren auch lokal gleichméfig (gegen f'/f)

dz = ord(f(z);z = a).

auf dem Kreis |z — r| = a, denn: Sei

p:= inf |f(z)| >0,

|z—al=r

und sei NV € N so grof, dass
sup [f(z) = fa(2)] <

|z—a|=r

, fr jedesn > N.

S

Auf dem Kreis |z — a| = r gilt dann

p_p
12 2 £ = 1) = ()l 2 =5 = &

M 1 e -hel 2
2) — folz
- = o < 5 1f(2) = fal2)]:
[z fa) L@ T
Damit konvergiert die Folge f,(z)™! gleichméBig auf |z —r| = a gegen f(2)~!. Da f/(2)
gleichméBig gegen f’(z) konvergiert (nach dem Satz von Weierstraf), bekommen wir
die gleichméBige Konvergenz von f!/ f,.

Wir diirfen deswegen Integral und Limes vertauschen und haben

1 f'(2) .1 fn(2)
ord(f;a :—,j{ dz = lim — -~ dz.
( ) 2mi |z—al=r f(Z) n—o0 274 |z—al=r fn(2>
Aber 'ﬁz—a|:r ;ig; dz = 0 fiir jedes n, da alle f, nullstellenfrei sind. Daher gilt auch
$. s 5 dz =0, d.h. f ist nullstellenfrei. O
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Korollar 6.30. Se: D C C ein Gebiet und (f,,), eine Folge konformer Funktionen auf
D, die lokal gleichmdf$ig gegen eine Funktion f : D — C konvergiert. Wenn f nicht
konstant ist, dann ist f konform.

Beweis. Sei a € D. Dann ist jede Funktion f,(z) — f.(a) auf D\{a} nullstellenfrei.
Wenn f nicht konstant ist, dann ist auch

£() = f(@) = lim (fa(2) = fal0))

n—00

nach dem Satz von Hurwitz auf D\{a} nullstellenfrei. Damit ist f injektiv auf D. O

Korollar 6.31. Sei D C C ein Gebiet und (f,), eine Folge holomorpher Funktionen
auf D, die lokal gleichmdfsig gegen eine Funktion f . D — C konvergiert. Wenn f nicht
konstant ist, dann gilt

F(D) € | (D).

Beweis. Sei a ¢ |7, fo(D). Dann ist jede Funktion f,(z) — a nullstellenfrei auf D.
Nach dem Satz von Hurwitz ist f(z) — a nullstellenfrei auf D, d.h. a ¢ f(D). O

6.6. Der Riemann’sche Abbildungssatz

Satz 6.32 (Riemann’scher Abbildungssatz). Sei D C C ein Elementargebiet,
D # C und a € D. Dann ezistiert eine eindeutig bestimmte konforme Aquivalenz

¢$:D-—E={2€C: |z| <1}

mit ¢(a) =0 und ¢'(a) € Rsy.

Die (eindeutig bestimmte) Funktion ¢ heifit Riemann-Abbildung.

Die Zahl 7 := - = rad(a; D) ist der konforme Radius von a bzgl. D. Nach der

Reskalierung z + rz ist r dadurch charakterisiert, dass eine konforme Aquivalenz
0: D= {z: |2| <r}
mit p(a) = 0 und ¢'(a) = 1 existiert.

Dieser Beweidl] ist nicht konstruktiv. (Wir besprechen nachher das Problem, die
Riemann-Abbildung ¢ tatsdchlich zu berechnen.)

lyon Ahlfors, Complex Analysis
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Beweis. Sei F die Familie aller holomorphen Funktionen
f:D—E
mit den Eigenschaften:
(i) f ist injektiv;
(ii) f(a) = 0;
(iii) f'(a) € Rso.
Wir zeigen zuerst, dass F nicht leer ist. (Nur in diesem Schritt verwenden wir

D # C!) Sei ¢ € C\D irgendeine Zahl. Die Funktion z — ( ist nullstellenfrei auf
dem Elementargebiet D. Also hat z — ( eine holomorphe Quadratwurzel:

9(2) =z —¢
Die Funktion g hat die Eigenschaft
weg(D) = —w¢ g(D),
denn: aus g(z1) = —¢(z2) (21,22 € D) folgt
a—=(=g(n) =(-9(2))’=2-

und damit z; = z5. Dann gilt g(2z1) = —g(21) = 0, ein Widerspruch, da g nullstellenfrei
ist.

Nach dem Satz von der offenen Abbildung enthélt g(D) eine offene Umgebung von
g(a). Insbesondere enthéalt C\g(D) eine offene Umgebung von —g(a); sei also § > 0 so,
dass

lw+g(a)] <6 = w ¢ g(D).

Dann gilt fiir die Funktion

1
h(z) =
B = o+ 9@
die Abschatzung
1
Die Funktion
o |h'(a)l

f(z):

ist jetzt (wie g und h) injektiv und erfiillt
)
F@) < 5 (@] + h@]) <1, =z €D,

sowie f(a) =0 und f'(a) = 2|1/ (a)| € Rso.
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Sei

v :=sup f'(a).
feEF

Dann existiert eine Folge (f,), € F mit der Eigenschaft lim,_, f/(a) = 7. (Auch
wenn v = oo ist.) Da F eine (lokal) beschrénkte Familie ist, kann man nach dem Satz
von Montel eine lokal gleichméfig konvergierende Teilfolge (f,;)?2, finden, die gegen
eine holomorphe Grenzfunktion ¢ konvergiert. (Insbesondere kann v = ¢'(a) doch
nicht co gewesen sein.)

Da ¢'(a) = v > 0, ist ¢ nicht konstant. Nach dem Satz von Hurwitz muss ¢ auch
injektiv sein. Nach einer weiteren Anwendung vom Satz von Hurwitz gilt ¢(D) C E.
Damit ist ¢ ein Element von F.

Jetzt zeigen wir, dass ¢ eine Riemann-Abbildung ist: Angenommen, ¢ wére nicht
surjektiv auf E. Dann ist ¢(D) C E ein Elementargebiet. Sei w € E mit w ¢ ¢(D);
dann ist w # 0, da 0 = ¢(a) € ¢(D). Die Mobiustransformation z — 252 ist ein

1-wz
Automorphismus von [E, der w als einzige Nullstelle hat; damit ist die Funktion
D—E 2z ¢(Z)_—_w
1= wo(2)
nullstellenfrei. Nach Annahme existiert eine holomorphe Quadratwurzel
h(z) == —gb(z)_— iy
1 —we(2)

Fiir diese Funktion gilt h(a) = v/—w und

2h(a)k (a) = % Z:a(%) = (1~ |wf),

also h'(a) = 2(1-lul?)
2V/—w
Wir normalisieren A mit einer weiteren Mobiustransformation zu der Funktion
h' h(z)—h
H:D-—E H() = ,(“” z) = hla)
W(a) 1—h(a)h(z)

Dann ist H wie ¢ und h injektiv, mit H(a) = 0 und
W) A0 —fw) 14wl

HO) = TP = el =)~ 20w

Das widerspricht der Wahl von ¢.
Die Eindeutigkeit der Riemann-Abbildung folgt aus dem Lemma von Schwarz:
Wenn ¢y, ¢y : D — E Riemann-Abbildungen sind, dann ist ¢, o ¢;' € Aut(E) eine

Abbildung, die 0 auf 0 abbildet und in 0 die Ableitung 1 hat. Daher gilt ¢,00;*(2) = 2,
bzw. ¢2 = (rbl- ]
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Im Beweis haben wir gezeigt, dass die Riemann-Abbildung eine einfache Charakterisierung
hat: unter allen injektiven Abbildungen ¢ : D — E mit ¢(a) = 0 ist die Ableitung ¢'(a)
maximal.

Bemerkung 6.33. Im Beweis wurde von Elementargebieten nur die Eigenschaft verwendet,
dass jede nullstellenfreie holomorphe Funktion eine Quadratwurzel besitzt. Insgesamt
haben wir die Aquivalenz der folgenden Eigenschaften eines Gebiets D:

(i) D ist homoomorph zu E;

(ii) D ist einfach zusammenhéngend;

(iii) Jede holomorphe Funktion in D besitzt eine Stammfunktion;

(iv) Jede nullstellenfreie holomorphe Funktion auf D besitzt einen Logarithmus;
(v) Jede nullstellenfreie holomorphe Funktion auf D besitzt eine Quadratwurzel;
(

vi) D ist entweder zu E oder zu C konform dquivalent.

Denn: (i) = (ii), da einfacher Zusammenhang unter Homéomorphie erhalten bleibt.
(ii) = (iii) nach dem Cauchy’schen Integralsatz. (iii) = (iv) folgt aus Existenz einer
Stammfunktion der logarithmischen Ableitung f'/f. (iv) = (v) durch die Konstruktion
V[ =exp(1/2-log(f)). (v) = (vi) haben wir gerade bewiesen. (vi) = (i) folgt aus der
Homoomorphie von C und E.

Bemerkung 6.34. Dieser Beweis kann nicht konstruktiv gemacht werden (auch nicht
numerisch), weil man in einer Familie holomorpher Funktionen eine gleichméBig konvergente
Teilfolge finden muss. Riemanns Originalbeweis verwendet ein anderes Argument?] und
ergibt eine Konstruktion von ¢:

Sei C' C C eine Jordan-Kurve, D = Inn(C') das Innere und a € D.
(1) Sei u eine Losung der Laplace-Gleichung in D mit Dirichlet-Randbedingungen:
0? 0?
u(z) = —loglz —al, ze€C=0D.

(2) Sei v die harmonische Konjugierte mit v(a) = 0: das heifit, v ist so gewdhlt,
dass die Funktion f = w + v in D holomorph ist. Die Existenz einer harmonischen
Konjugierten ist aquivalent zur Existenz einer Stammfunktion der holomorphen Funktion

(2) = ug + vy = uy — duy,.

Im Allgemeinen existiert f(z) genau dann, wenn D ein Elementargebiet ist. Die
Bedingung v(a) = 0 erreichen wir durch Translation um eine Konstante.

(3) Die Funktion

6() = (2 — )@, f(2) = ul2) + v ()
ist die Riemann-Abbildung.

2Der Beweis von Riemann setzt die Existenz von Losungen der Laplace-Gleichung voraus. Das
wurde erst durch die Arbeit von Hilbert und Courant gerechtfertigt.
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Wenn der Ansatz von Riemann funktioniert, dann muss die Funktion ¢ eine stetige
Fortsetzung auf den Rand von D haben. Das ist tatséchlich (fiir Jordan-Gebiete, also
das Innere einer Jordan-Kurve) der Fall. Den Beweis miissen wir aus zeitlichen Griinden

{iberspringen}

Satz 6.35 (Osgood-Taylor, Carathéodory). Sei C' C C eine Jordan-Kurve und
¢ : E = D :=Inn(C) eine konforme Aquivalenz. Dann setzt sich ¢ zu einem
Homdoomorphismus B

¢:E— D
fort.

In physikalischen Anwendungen ist man oft eher am Komplement eines Elementargebiets
D C C interessiert. Das Gebiet D konnte zum Beispiel ein Hindernis sein, um das
eine Flissigkeit herumstromt. Das Geschwindigkeitsfeld der Fliissigkeit kann man als
Gradient einer harmonischen Potentialfunktion ¢ ausdriicken, und Harmonizitéat bleibt
unter konformen Abbildungen erhalten.

Korollar 6.36 (Abbildungssatz fiir Auflengebiete). Sei C' C C eine Jordan-Kurve mit
Innengebiet Inn(C) und Aufengebiet Ext(C). Dann existieren eine eindeutig bestimmte
Zahl r > 0 und eine konforme Aquivalenz

¢:{z€C: |z| >r} — Ext(C),
deren Laurent-Entwicklung um oo die Form
$(2)=z4ap+a 1z a2z 4 .
hat.

Die Form der Laurent-Entwicklung von ¢ ist dquivalent zu ¢(c0) = 0o, ¢/'(00) = 1.
Beweis. Nach einer Translation diirfen wir 0.B.d.A 0 € Inn(C) annehmen. Sei
f(z) =271 Dann ist £ := f(Ext(C))U{0} ein Elementargebiet, das nicht ganz C ist.
(E ist ndmlich das innere Gebiet der Jordan-Kurve f(C).) Nach dem Riemann’schen
Abbildungssatz existiert eine Zahl r~1 > 0 und eine eindeutig bestimmte konforme

Aquivalenz
Y {lz| <r} S E

mit ¢(0) = 0 und ¢’(0) = 1. Die gesuchte Abbildung ist

¢(2) = fopo f(z) =p(27") 7"

Die Eindeutigkeitsaussage folgt aus der Eindeutigkeit der Riemann-Abbildung ¢. [

3vgl. Burckel, Classical analysis in the complex plane, Theorem 9.14
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6.7. Das Schwarzsche Spiegelungsprinzip

Sei I' C C ein verallgemeinerter Kreis, d.h. I' ist ein Kreis oder eine Gerade. In
den Hausaufgaben wurde gezeigt, dass Mobiustransformationen kreistreu sind, d.h.
verallgemeinerte Kreise auf verallgemeinerte Kreise abbilden.

Die Spiegelung an einer Geraden ¢ ist aus der Schulmathematik bekannt. Im
Komplexen kann man die Spiegelung z — z* als eindeutige affin-antilineare Abbildung
charakterisieren,

2*=az+b, a,beC,

fir die |2* — w| = |z — w| fir jeden Punkt w € ¢ gilt. Eine analoge Definition gibt es
fiir Kreise: Sei K = {z: |z — ¢|*> = r?} der Kreis mit Mittelpunkt ¢ € C und Radius
r > 0. Dann heiflen zwei Punkte z, z* € C symmetrisch (bzgl. K), wenn

(z—c)- (25 —c) =17
Die Abbildung z +— z* ist die Spiegelung an K. Der Punkt z* ist eindeutig dadurch
bestimmt, dass ¢, z, z* auf einer Geraden liegen und dass das Produkt der Abstéinde
|c — 2| und |c — z*| gleich r? ist.

(a) Spiegelung an einem Kreis (b) Spiegelung an einer Geraden

Figur 6.7: Ein Gebiet D mit Spiegelgebiet D’

Beispiel 6.37. Sei K = {|z| = 1} der Einheitskreis. Das Spiegelbild von z € C ist
2t = z/]z|* = 27 1. (AuBerdem setzt man 0* = co und oo* = 0.)

Seien a,b € C\K beliebige Punkte, die bzgl. K symmetrisch liegen, mit a im
Inneren des Kreises. Da a, b, ¢ auf einer Geraden liegen und ¢ nicht zwischen a und b
liegt, kann man ¢ in der Form

c=a+tlb—a)=(1—-ta+th, teR, t<0

schreiben. Sei A € R.g, A # 1 die eindeutige Zahl mit 1 —¢ = ﬁ Dann kann man K
aquivalent durch die Gleichung
z—a

=\
z—>
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beschreiben. Im Ausnahmefall A = 1 beschreibt die Kurve

‘z—a

z—b‘:1

eine Gerade; auch in diesem Fall ist b = a* die Spiegelung an der Geraden.

Satz 6.38 (Schwarzsches Spiegelungsprinzip). Sei K ein verallgemeinerter Kreis.
Sei D C C\K ein Gebiet, dessen Abschluss ein Teilbogen Ky von K enthdlt, und
sei f: DUKy — C eine stetige Funktion, fir die f|p holomorph ist. Es gebe einen
weiteren verallgemeinerten Kreis C, sodass f(z) € C fir alle Punkte z € K, gilt.
Sei 2’ die Spiegelung von z an K und z* die Spiegelung von z an C'. Dann besitzt
f eine holomorphe Fortsetzung in das gespiegelte Gebiet

D'={7: 2€ D}

und es gilt

. J

Insbesondere gilt: sind 21, zo symmetrisch bzgl. K, dann sind f(21), f(z2) symmetrisch
bagl. C.

Beweis. Seien ¢ und ¢c Mébiustransformationen, die die (verallgemeinerten) Kreise
K bzw. C auf die reelle Achse R abbilden. (Dazu geniigt es, auf K bzw.
auf C' drei beliebige paarweise verschiedene Punkte zu wahlen und sie mit einer
Mobiustransformation auf irgendwelche reelle Zahlen abzubilden. Wegen der Kreistreue
von @x und ¢ ist das Bild genau R.) Die Konjugation

f=ypcofoupy

ist dann auf px (D) definiert und besitzt eine stetige Fortsetzung auf i (Ky) C R, und
nimmt dort nur reelle Werte an.
Nach einer Ubungsaufgabe hat f eine holomorphe Fortsetzung auf das gespiegelte

Gebiet g (D), die durch

f2) = f(2), z€px(D)

gegeben ist. Damit bekommt man die holomorphe Fortsetzung von f = gog,lo f opg. O

Das Spiegelungsprinzip ist besonders interessant wenn der Rand des Gebietes D aus
endlich vielen Kreisb6gen und Geraden besteht (z.B. Polygone), weil man dann das
Prinzip wiederholt anwenden kann.

Beispiel 6.39. Die Abbildung f(z) = z + € ist bekanntlich ein konformer Isomorphismus
von dem Streifengebiet

D={z=z+iy: z,y e R, 0<y<m}
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auf die obere Halbebene. Dabei setzt sich f auf D stetig fort, und f bildet die
Randgeraden z = x und z = z+mi auf R ab. Nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip
setzt sich e* in beiden Richtungen auf die benachbarte Streifen holomorph fort. Die
Spiegelung von z € D an die Gerade Im[z] = 7 ist dabei

2= (r+iy) =x+i(2r —y) = 2mi +Z,

und nach dem Spiegelungsprinzip gilt fiir die Fortsetzung in D' = {7 <y < 27}:

= () = [(5) =,
Wir spiegeln 2’ jetzt an der Geraden Im[z] = 27 und bekommen
2 =Ami+ 2 =27+ 2.

Nach dem Spiegelungsprinzip gilt

X = F() = f(2) = f(2) = €.

Das heifit: exp ist periodisch!

Figur 6.8: Wiederholte Spiegelungen eines Streifengebiets
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Beispiel 6.40. Seien w;,ws > 0 und sei R das Rechteck
R={z=x+iy: 0<z<w, 0<y<uws}.

Sei p : R — E ein konformer Isomorphismus. Dann setzt sich ¢ wieder zu einem
Homoomorphismus von 0R auf den Einheitskreis stetig fort.

Durch die wiederholte Anwendung des Schwarzschen Spiegelungsprinzips bekommt ¢
eine meromorphe Fortsetzung auf ganz C, mit der folgenden Eigenschaft: sind z, 2’
Spiegelbilder unter der Spiegelung an der Seite eines der Rechtecke, dann gilt

p(2) = p(z)n.

Da die Translationen z — z+2w; und z — z+ 2iwy durch zweimaliges Spiegeln erreicht
werden, gilt:

p(z + 2w1) = (2 + 2iwy) = ¢(2).
¢ ist daher eine doppelt periodische (oder elliptische) Funktion.

Im z

3(.L)2

2z + 2iws 2z + 2wy + 2iws
Lt it Gl g 9
A A A
2ws - - -
R e i S et S > - 9
I | I
| ] |
A A A
i i i

w2 -
I I I
I I I
I | |
| | |
z! ! Z+ 2wy !
e B e e e > -———— 9

Rez
w1 2uw1 3w

Figur 6.9: Spiegelungen eines Rechtecks. Zwei Spiegelungen in dieselbe Richtung
ergeben eine Translation.

_ Eine weitere Anwendung ist die Klassifikation von Ringgebieten bis auf konforme
Aquivalenz. Mit A(r, R) bezeichnen wir das Ringgebiet

A(r,R) ={2z€ C: r <|z| < R}.

Proposition 6.41. Seien 0 < 1 < By < o0 und 0 < ry < Ry < oo Radien.
Dann sind dquivalent:

(i) Es gibt eine konforme Aquivalenz A(r1, Ry) = A(ry, Ry);

(ZZ) Rl/Tl - Rz/TQ.
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Dieser Satz ist wichtig in der Klassifikation von zweifach zusammenhdangenden Gebieten,
d.h. Gebiete D C C, dessen Komplement genau eine beschrankte Zusammenhangskomponente
enthélt. Jedes solche Gebiet ist konform &quivalent zu genau einem der Gebiete C\{0},
E\{0} oder A(1,r) mit einem eindeutig bestimmten Radius r > 1[]

Beweis. Im Fall Ry/r; = Rs/rs funktioniert eine Reskalierung

_ Ry 1y
flz)=C-2, C= Mt
Das beweist (ii) = (i).

Sei umgekehrt f : A(r, R;) — A(ry, Ry) eine konforme Aquivalenz. Dann setzt
sich f stetig auf die Randkreise |z| = r; und |z| = R; fort (die Laurent-Reihe von
f konvergiert auch dort) und die Kreise werden in die Kreise |z| = 75 und |z| = Rs
abgebildet (nach Maximumprinzip).

Jetzt setzt sich f mit dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip unendlich oft auf die
benachbarten Ringgebiete fort (vgl. Abbildung).

Fiir jedes k ist die Fortsetzung von f dann eine konforme Abbildung

+1
f3A<7’1'>\k,R1')\k> ;A("?'Nk;RQ',U/k)a )\:%7 B= (?) .
1 2

(Das Vorzeichen im Exponenten ist +1, je nachdem, ob f den Kreis |z| = ry auf |z| = 7y
oder |z| = Ry abbildet. Im Limes setzt sich f zu einer konformen Abbildung

[ C\{0} — C\{0}

4vgl. Burckel, Classical analysis in the Complex Plane, Chapter X.
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fort. Nach einer Ubungsaufgabe muss f von der Form
f(z) =cz oder f(z)=cz!

mit einer Konstanten ¢ € C* sein. Aber eine Abbildung dieser Form bildet die Kreise
|z| =7 und |z| = R; nur dann auf |z| = 75 und |z| = R ab, wenn Ry/ry = Ry/ry. (f
ist namlich von der Form

f<z>::—j<z oder f(z) = riRy(z""

mit |¢| = 1.) O

6.8. Die Schwarz—Christoffel-Formel

Sei vy, v9,v3,...,U,11 = v; ein Streckenzug ohne Selbstiiberschneidungen, und P das
offene Polygongebiet, das von diesen Strecken umrandet wird. Als Elementargebiet
existiert ein konformer Isomorphismus

v: P -"E,

der bis auf Verkettung mit einem Automorphismus von [E eindeutig bestimmt ist. Die
Schwarz—Christoffel-Formel beschreibt die Umkehrfunktion ¢ = ¢~ : E — P.

Nach dem Abbildungssatz von Carathéodory setzt sich ¢ zu einem Homéomorphismus
von E auf P fort. Insbesondere existieren Punkte w, = €, ..., w, = e’ auf dem
Einheitskreis mit ¢(vx) = wg. Diese Punkte bestimmen eine Zerlegung von E in
Sektoren; da ¢ den Bogen zwischen w; und wy,, auf einen Geradenabschnitt abbildet,
kann ¢ nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip auf die Spiegelgebiete der Sektoren
holomorph fortgesetzt werden. Das Holomorphiegebiet von ¢ ist also die n-mal geschlitzte

Ebene entlang Geraden, die das Auflengebiet des Einheitskreises in Sektoren aufteilen.

146



(a) Die z-Ebene: P (b) Die w-Ebene: E und Spiegelgebiete

Figur 6.10: Analytische Fortsetzung der Umkehrfunktion ¢ : E — P

 ist nicht stetig auf den Schnitten. Sei namlich Z_l, das Spiegelbild von ¢ € E, ein

Punkt auf dem Schnitt aus w;. Im Limes w — Z_l konvergiert ¢(w), je nach Sektor,
gegen eine der Spiegelungen von ¢((¢) an eine der an v, angrenzenden Polygonseiten.
Die Komposition von zwei Spiegelungen ist eine affin-lineare Rotation um 2« der Form

2> ey 4 b,

wenn oy der Innenwinkel des Polygons an vy ist. Beim Durchgang durch den Schnitt
geht p(w) — vy, sprunghaft in e (p(w) — vy,) iiber.

(a) Die w-Ebene (b) Die z-Ebene

Figur 6.11: Ein Weg durch einen Verzweigungsschnitt und der Bildweg unter ¢. z und
z" sind die zwei Bilder von (* = (~! unter ¢.
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Dann geht durch den Verzweigungsschnitt auch ¢’ in e ¢’ {iber. Als nullstellenfreie

Funktion auf einem Elementargebiet besitzt ¢’ einen Logarithmus. (Auf E ist ¢’
nullstellenfrei, da ¢ konform ist. Auf den Bégen zwischen wy und wy, 1 ist ' nullstellenfrei,
da ¢ den Kreisbogen homéomorph auf einen Geradenabschnitt abbildet. Auferhalb
von E ist ¢/ durch das Spiegelungsprinzip bestimmt.) Beim Durchgang durch den
Verzweigungsschnitt geht log ¢’ in 2iay, + log ¢’ iiber. Daher haben wir:

Lemma 6.42. Die logarithmische Ableitung

% log ¢'(w) =

besitzt eine analytische Fortsetzung auf C\{wy,...,w,} mit isolierten
Singularitaten in den Punkten wq, ..., w,.

£() Lénnen wir genau beschreiben: Sei k € {1, ...,n} und

Die Singularitaten von I

h(w) = (p(w) — )™, weE

ein holomorpher Zweig der Wurzel auf E. (Die Funktion ¢(w)—vy, ist ndmlich nullstellenfrei.)
Dann setzt sich h nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip auf die Sektoren neben
dem Schnitt holomorph fort, und beim Durchgang durch den Schnitt haben wir die
Transformation

h(w) = (o (p(w) — )™ = 2 (p(w) — ) = hw).

Die Funktion h hat also eine stetige Fortsetzung und eine hebbare Singularitat in wy.
Nach Konstruktion gilt hA(wy) = 0, und wegen der konformen Eigenschaft von ¢ ist
diese Nullstelle von h einfach.

Sei also

h(w) = c1(w — wy) + co(w — wi)? + cs(w — w)® + ...

=1 (w — wg) - (1 + ca/cr(w — wy) 4 es/cr(w — wy)? + ), lw —wy| <e,

die Entwicklung von h(w) um wy, als Potenzreihe. Dann gilt auf dem Komplement von
dem Verzweigungsschnitt:

o(w) = v + Clw — wk)a’“/7r (1 + a1 (w — wg) + az(w — wk)2 + ), lw —wg| < e

mit Koeffizienten C,a, € C, C # 0. Fir ¢"(w)/¢'(w) erhalten wir die Laurent-
Entwicklung

" (w) _ Clag/m) (/T — 1) (w — we)**/ ™ 2(1 + ...)
o' (w) Clag/m)(w — wy)s/™ (1 + ...)

= (% - 1)(w —wg) " 4 by +bi(w—wy) + ..., b €C.
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Die Singularitat von il,l((;”)) in wy, ist also ein einfacher Pol, mit Residuum

"
Res(w—/,w = wk> &k 1.
Y T
Als letztes Hilfslemma brauchen wir das Verhalten in oo:
Lemma 6.43. Die Funktion ";,/((zj)) ist holomorph in oo, mit
"
tim £ _ g,
Beweis. Es gentigt zu zeigen, dass
P"(w) _
wW—+00 go’(w)

innerhalb der Sektoren der w-Ebene gilt. Dafiir setzen wir das Spiegelungsprinzip ein:
aus

p(1/w) = a-p(w)+b

bekommen wir

1 1 =
—Ed(a) =a-¢'(w),

und nach Bilden der logarithmischen Ableitungen

2 ¢'(Jw) ")

w w(l/w) ¢ (w)

also
/! 1 !/
w/( /W) _ o wQW,(“’).
@' (1/w) @' (w)
Im Limes w — 0 bekommen wir
1
i @'(Ljw) _ 0. O

w=0 ¢ (1/w)

Das beweist die Schwarz—Christoffel-Formel:

Satz 6.44. Fir jede konforme Abbildung ¢ : B — P mit p(wy) = v gilt die

Formel ., .
22 o

¢'(w) =1 W — Wy
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Denn %,,, ist eine meromorphe Funktion mit einfachen Polstellen genau in den

w = wyp = ¢ Y(vg), mit den gegebenen Residuen, und eine Nullstelle in co. Das
bestimmt % als rationale Funktion eindeutig.

Wir haben also

log ¢’ (w) = const + E (—ak — 1) log(w — wy,),
7r
k=1

also .
¢'(w) = const - H(w — wy,) /™1
k=1
also .
plw) = Ci+ o [ T[(C— w1 ag
0 k=1
mit irgendwelchen Konstanten C7, Cs.

Bemerkung 6.45. Fiir konforme Abbildungen ¢ : H — P von der oberen Halbebene
nach P gilt eine sehr dhnliche Formel:

also

Hier sind allerdings x;, = ¢~ '(vx) € RU {oo}. Im Fall 2, = oo ist der Faktor (w — xy)
einfach wegzulassen.

Beweis: Man schreibe
p =1 opc

mit der Cayley-Transformation

wW— 1

oo H—-E, w— :
w + 1

und einer konformen Abbildung v : E — P. Dann ist

¢ w) = (ecw)eetw) = v/ (2) o

Man setzt die Formel

(w _ wk)ak/w—l

1

Y(w)=C'-

k

n
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ein und bekommt

2

n —1 oy /m—1
/ - _“ (w 7 B > k
QO(U)) (w—f—i)Q IH w+i W
20 Cﬁ (w(l —wy) — (1 + wk)>ak/w—1
(w2 w+ i '
Falls wy, # 1, schreiben wir
w(l—wk)—z'(l—kwk):(w_x).1—wk . :i1+wk <
w41 Mo wad ) F 1 — wy ’
sonst schreiben wir
w(l —wg) —i(1+we)  —20
w1 S w+i
Dann haben wir
/ s ap/7—1 a J/m—1
go(w)—QZCH(w—:ck) ! 2+, (ar/m—1) H S
pdoo (w —+ Z) Zk k/ Pl

Der Term (w + )2+ 2x(@/™=1 verschwindet, da 2+, (ax/m — 1) = 0 fiir jedes Polygon
ist, und es bleibt der Ausdruck

Beispiel 6.46. Sei P ein Rechteck:
P={z+iy: 0<z<wy, 0<y<ws}.

Die Innenwinkel von P sind oy = ... = a4 = 7. Jeder konforme Isomorphismus

1 : P — E hat nach der Schwarz—Christoffel-Formel eine Umkehrfunktion der Form

v 1
p(w) =Ch + Cg/o NI d¢, |wn| =...=|wy| = 1.

Umgekehrt entspricht jede solche Schwarz—Christoffel-Funktion eine konforme Abbildung

von E auf ein Rechteck. Dabei bestimmt die Konstante C4 eine Translation; die

Konstante (5 eine Drehstrekcung; und nach der Verkettung mit einer geeigneten Mobiustransformation
in Aut(EE) kann man drei der Punkte wy, auf drei beliebige Punkte auf dem Einheitskreis

abbilden, etwa 1,4, —1. Der iibrige Parameter w, bestimmt eindeutig das Seitenverhéltnis

wo/wy. Diese letzte Abhéngigkeit ist allerdings kompliziert.

Im Fall wy,ws, w3, wy = 1,4, —1, —i erhalten wir mit Cy = y/—1 eine konforme
Abbildung

v 1
p(w) 3:/0 \/1—_7&@
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von [E auf das Innengebiet von einem Quadrat. Die Eckpunkte des Quadrats sind dabei

1
1
vn=p1)=K:==| ——dz~1311
1 =¢(1) /0 T

und vy = (i) = iK; v3 = o(—1) = =K; vy = o(—1) = —iK.
Zusammen mit den Erkenntnissen vom letzten Abschnitt bekommen wir ein wichtiges
Ergebnis, das schon auf Gaufl zuriickgeht: Das elliptische Integral

v 1
|, e
0 1—¢*
ist die Umkehrfunktion einer Funktion sl(z) (,,sinus lemniscatus®), die eine meromorphe
Fortsetzung auf ganz C zu einer doppelt periodische Funktion besitzt:

slz+2(1+4)K) =sl(z) =sl(z+2(1 —i)K).

Im 2z

Rez

Figur 6.12: Die elliptische Funktion sl(z).
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Bemerkung 6.47. Die Schwarz—Christoffel-Formel bleibt fiir unbeschréankte Polygone
mit oo als Eckpunkt richtig. Der , Innenwinkel” in co muss dabei so gewahlt sein, dass
die Summe aller Innenwinkel gleich (n — 2)7 ist, wenn n die Anzahl der Eckpunkte
bezeichnet. Wir geben gleich einige Beispiele an:

Beispiel 6.48. (i) Die obere Halbebene H kann man mit etwas Fantasie als Innengebiet
eines 1-Ecks mit Eckpunkt oo und Innenwinkel —7 auffassen. Nach der Schwarz—
Christoffel-Formel miisste man eine konforme Abbildung ¢ : E — H mit

¢'(w) = const - (w — 1) 72
finden konnen, die 1 auf oo abbildet. Es gibt in der Tat die Cayley-Transformation

(w) 14w
w) =1 .
Y 1—w

(i) Das Winkelgebiet D = {z =re? : 0 < < a, r > 0} ist das Innengebiet eines
2-Ecks mit Eckpunkten 0 und oo und Innenwinkel jeweils o und —a. Sei ¢ : H — D
eine konforme Abbildung, die 0 auf 0 und oo auf co abbildet. Dann gilt

¢'(w) = const - w*/™ !,

also
o(w) = Cy + Cow™'™.

In der Tat ist ¢(w) = w*™ der bekannte Isomorphismus von H auf D.
(iii) Der Halbstreifen
P={z=z+4+1wy: —n/2<zx<7m/2, 0<y}

kann man als Dreieck mit Eckpunkten —7/2, 7/2, 0o und Innenwinkel 7w /2, 7/2, 0 auffasen.
Fiir den (eindeutig bestimmten) konformen Isomorphismus

7

prH— P mitp(-1) = -5, (1) = g p(00) = 00
gilt
'(w) = const !
¥ 1
also

o(w) = C} + Cyarcsin(w)

mit geeigneten Konstanten Cy, Cy. Aus p(—1) = —7 und ¢(1) = 7 folgt p(w) = arcsin(w).
Die Umkehrabbildung ¢~!(2) = sin(z) definiert damit einen konformen Isomorphismus
von P auf H.
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